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ВВЕДЕНТЕ. 


1. Разсматривая еетественныя тфла мы примфчаемъ въ нихъ различныя 
свойства. НФкоторыя изъ послфднихь случайныя, друшя необходимы и 
нераэдфльны отъ сущности тфлъ. Въ числф необходимыхъ свойствъ на- 
ходится и то, по которому всякое тЪло занимаеть нфкоторую часть про- 
<транства, и это-то свойство называется протяженностью, а занимаемая 
часть пространства—протяженлемз. Какъ бы мало тфло ни было, хотя 
бы оно и ускользало отъ нашихъ чувств, все же наполняеть какую-ни- 
будь, хотя и малЬйшую, часть пространства, и имфетъ длину, ширину 
и вышину (которая въ нфкоторыхъ случаяхь называется толшиною или 
тлубиною). Эти три измфреня тЪлъ иногда весьма очевидны, напримЪръ 
ВЪ каКОМЪ нибудь здани, въ четыреугольномъ ящик$ и т. п; въ дру- 
гихъ же тБлахъ, какъ-то въ шарф, въ кусЕЪ необдъланнаго камвя и т. 
п., они неявственны. 


2. Такъ какъ всф тфла занимають только часть пространства, то по- 
сему они должны имфть свои границы или предфлы, которые называются 
повертностями. Поверхности, какъ границы тфлъ, имфють только два 
изм$рен1я: длину и ширину; и посему можно сказать, поверхность есть 
протяжене, имфющее два измфрен1я, длину и ширину. 


3. Предфлы поверхностей, какъ протяженй, иифющихъ лва изыЪреня. 
по необходимости могутъ имфть только одно, то ееть длину. Таковыя 
протяжен!я, одно только изм5рене имфюпия, называются лихтями. Эти 
послёдийя суть также протяжен!я конечной величины, и потому тоже 
ямзють свои границы, называемыя точками. ‹оторыя. какъ предёлы 
протяжен!Й одного только измфренйя, сами никакоко изифреня, то есть. 
ни длины, ни ширины и толщины, имфть не могутъ. 

4. Между двумя точками можно вообразить безчисленное множество 
линий, различнаго вида и величины. Кратчайтая изъ нихъ называется 
прямою. И такъ ярямая линая есть кратчайщее разстоянае между 
двумя почками. 

Вообразимъ теперь поверхность, на которой можно представить себъ 
прямыя лини во веякомъ направлени, то таковая поверхность называется 
Плоскою Или ялосхостью. СлЪд. плоскость есть протяжене. имфюшее 
два изифреня, длину и ширину, и на которомъ можно себё представить 
прямыя лини во всякомъ направлен!и. 

5. Протяжен!я всфхъ трехъ родовъ, то есть протяжение въ длину. мири- 
ну и толщину. протяжене въ длину и ширину, и протяжене въ одну 
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только длину, хотя отдфльно отъ естественныхь тфль не существуютъ, 
однакожъ могутъ быть предметомъ изелЪдований. Напримфръ, когда ва 
мфреваемся опредфлить высоту какого нибудь здан1я или дерева, то имф- 
емъ ВЪ виду одно только измфрене, то есть разстояще отъ вершины’ 
до основания; когда говоримъ о величин® озера, представляемъ себф толь- 
ко два измБреня —длину и ширину, не обращая вниманя на глубину 
СРО; если же нужно узнать вмфетимость какого-нибудь сосуда, тогда опре- 
дъляемъ всё три измфреня. Теперь не трудно понять различе между 
геометрическим п физическиметфлами. Подъ первымъ разум$ють одно 
только протяжене, а подъ послфднимъ совокупность веъхъ свойств, сое- 
тавляющихь его сущность: протяженность, непроницаемость, скважность 
илотность, дфаимость и проч. \ 


6. Очевидно, что форма и величина тЪлъ зависить отъ вида и величины 
поверхностей, ихъ отраничивающихь; д эти полдня находятся. опять 
въ связи съ формою и величиною линий, составляющихь ихь предфлы; 
то изъ тото и сл6дуеть, что для точнато позваня различныхъ свойству 
1флъ, должно начать ‘разсматриванемъ линёй. 

_7. Систематическое изложене истинъ, служащихь къ изысканно евой- 
ствъ протяженй вобхъ трехь родонъ и ихъ измфрению, составляетъ нау- 
ку, называемую 1% вометрею (“). Самое назване, по своему еловопроиз- 
водетву, показываетъ, что она ведетъ также къ измфреню земли. Въ са- 
МоМЪ дЪав она, какъ изъ Нетори извфетно, была обязана своиму про- 
исхождешемь потребности опредфлать точнфе участки гемди, но въ — 
слЪдетни была развита въ высшей степени и нолучила высшее назначеше 


$. Для легчайшаго обозрЪня раздичныхъ частей Геометр!и, раздёляють 
ее ма три главныхъ отдфла, основываяеь на ТОМЪ, 410 и протяжения бы- 
вдоль троякаго рода. Въ первой части разсматриваются свойства Лив Й, Или 
протяженй, имфющихъ одно изифреше, т. е. длину, и потому п ив 
ваютъ этой части Геометр!и названте Лонзиметрги; во второмъ и ь 
изслфдуются поверхности, н преимущественно нзоскоети, и по и : 
чниЪ второе отдфлене получило назваще Планиметуги: и нак —. 
п, третьей части, Стереометр!ч, излагается учеше о тать в 


9. Свойства протяженй веъхъ родовъ познаются преимущест 
чрезь ихъ сравнене. Сравнеше же удобнъйщимъ образомъ произв а 
посредетвомъ наложения одной величины на другую, и посем ре 
ле есть одинъ изъ снособовъ, употребдяемыхь для доказатедьст 
метрическихь истинъ. Сравнивая даННыя ведичины, ПахоДиМЪ ИА 
ихъ отношеня, которыя мотутъ быть равны и нс равны; и а 
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еравнен1я происходить меоргя пропорщональныхе величииь, соетавля- 
ющая второй способъ, котерымъ пользуются при ‘изслфдовани иротяжен!я 
вефхъ родовъ. Но иногда случается, что сравниваемыя величины, будучи 
весьма разнородны, не имфютъ общей мфры, но имфють то свойство, 
что однф изъ нихъ постоянны, а друйя измфняются и притомъ тахъ, 
что разность между первыми и послфдними можетъ быть сдфлана мене 
всякой произвольно взятой величины, какъ бы мала она ни была. Въ 
Ариеметик$. и Алгебр$ мы уже ветрфчали таня величины; наприм. обращая 
дробь 3 въ десятичную, нолучаемь '/з3—4,3333...., и чфмъ болфе возь- 
мемъ десятичныхь знаковъ, тфыъ менфе будетъ разность между иостоян- 
ною дробью Из и измфняющеюся десятичною дробью. Еели остановимся 
на четвертомъ знакЪ, то разность между \з и 0,3333... будеть менфе 
одной десятитысячной; если же прибавимъ еще два знака, то разность 
будеть менфе одной милл!онной, и т. д, Изъ сего видимъ, что разность 
можеть быть сдфлана менфе всякаго произвольно-взятаго количества, какъ 
бы мало оно ни было. Возьмемъ еще одинъ примфръ: нусть требуетея 
извлечь квадратный корень изъ 2. Производя извфетныя лФиствя получимъ: 
2—1, 414... И здьеь находимъ, что, чфмъ болфе опреджлимъ десятич- 
ныхъ знаковъ, тфмъ менфе будеть разность между И зи вайдениыиъ 
числомт. 

Сверхъ сего замфчаемт, что въ 1-мъ примфрЪ данная дробь \/з остает- 
ся неизмфнною, а измфняетея дробь десятичная 0,3333....; во второмъ 
же нриифрь И 2 остается постояннымъ. а измфняется десятичная дробь 
1,414.... по мЪрф опредфленя новыхъ десятичныхь знаковъ, Также не 
трудно убъдиться въ томъ, что разность между десятичною дробью 0,3333... 
и \з можеть быть сдфлана менфе всякой величины, и что десятичная 
Дробь увеличивается, съ прибавленемъ новыхъ знаковъ, но никогда не 
можемъ достигнуть дроби Уз. По этой причинф 0,3333.... называется 
перемтьниою величиною, а '/з ея предъломз. Въ такомъ же отношени 
находится и И 2 кь 1,414...; посему И 2 есть предфаъ перемфнно 
зеличины 1,414... 

Подобныя величины встрёчаемъ и въ Геометр!и; и изъ ихъ изелфдо- 
заня выводятся нЪхоторыя важныя геометричесекя предложеня. на ко- 
торыхъ основанъ трелй способъ доказательствъ, названный с7й0собомз 
предъловз, 

Основныя истины, которыя притомъ столь очевидны, что ве требуютъ 
Доказательства, называются ахсомами. : 

Приведемъ здЪеь главнфйпия изъ вихъ: 

Г. ЦЬлое болъе своей части. 

П. Веф части одного ифлаго, выфетЪ взятыя составляютъ ифлое. 

11. Величина, которая ни больше, ви меныше другой. должна быть ей 
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равна; величина, которая ни равна и ни больше другой, должна быть 
меныше; и наконець величина, которая ни равна и ни меньше другой, 
должна быть больше. 

ТУ. Если къ равнымъ величинамъ приладутся равныя, то составатся 
равныя суммы. 

У. Еели отъ равныхь величинъ отнимемъ равныя величины, то полу- 
чимъ равныя разности, , 

УТ. Двв величины, равныя порознь третьей, равны между собою. 


УП. Еели равныя величины увеличимъ или уменьшимъ въ одинаковое 
число разъ, то получимъ равныя величины. 


УШ. Еели къ одной и той же или къ двумъ равнымъ величинамъ 
приложатея неравныя, то и суммы ихъ не равны, и та изъ суммъ будеть 
больше, которая происходить отъ прибавленя большей величины. 


[Х. Еели отъ одной и той же или двухъ разныхъ величинъ отнимутся 
неравныя величины, то и оетатки будуть неравны; и тотъ остатокъ бу- 
деть бодышй, который получается ио отняти меньшей величины. 


19. Истины, излатаеныя въ Геометри, или столь очевидны, что не 
требуютъ никакого доказательства, и тогда он называются, какъ выше 
уже было зам чено, аксомами, или онф не основаны непосредственно 
на воззрёши, и суть результаты различныхь соображенй, и посему дол- 
&ны быть доказаны; таковыя истины называются иеоремами. Он соето- 
Ятъ изъ двухь частей: въ одной предлагается доказываемая истина, д въ 
Другой условя, при коихъ она им\еть мъето. Напримфръ: треугольниии 
разны, если три стороны одного порознь равны тремъ сторонамъ друтаго. 

Нногда ифлью изедЪдован1я бываеть не выводЪ свойствъ геометричеек- 
ихъ протяженй, а рЬшен!е чаетныхъ вопросовъ, съ помощью особенныхь. 
ностроен1й, согласно съ прежде доказанными теоремами; наприм$ уф раз- 
Оълитьё прямую линлю на двъ, или три равныя части ит. п.; то 
ВЪ Такомъ случа иредложене, выражающее таковое требоване, называется 
задачею. 

Теоремы и задачи должны быть расположены въ систематическому 
порядкЪ; он должны находиться въ тесной, такъ сказать, неразрывной 
связи. Однакожъ, иногда нужно бываетъ ввести предложене, которое не 
проистекаеть непосредетвенно изъ предъидущаго, и какъ бы прерывает 
Связь между теоремами. Таковое предложене, необходимое для лехчайшаго 


уразумфн!я поелфдующей теоремы, или для удобвфйшаго р%Ьшеня задан- 
ЖаГо вопроса, носить нозване леммы. 
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ОТДВЛЕНТЕ 1. 
О ДИЖЯХЪ И ПЛОСКОСТЯХЬ. 


Глава 1. 
О ЛИШЯХЪ, ПРЯМОЛИНЕЙНЫХЪ УГЛАХЪ И ФИГУРАХЪ. 


Т. 0 лищяхъ. 


п. Линмя, какъ всякая другая величина, можеть быть раздфлена. на 
произвольное число частей. Концы каждой части раздъденной лини суть 
точки ($ 3); и такъ можно себф представить на линш безчисленное ино- 
жество точекъ, которыя тфмъ ближе одна къ другой, чфмъ на большее 
число частей раздфлена лившя. Если ©еб% вообразимъ вмЪсто ироисшед- 
ШИХЪ ТОЧекъ что одна и та же точка находилась въ различныхь мгио- 
венщяхь въ тфхъ мЬстахъ, то въ такомъ случа$ сдфлаетея происхождене 
лини, чрезъ безпрерывное движене точки, нагляднымъ. Направленя, по 
коимъ мы можемъ себБ представить движене точки, весьма различны: 
и посему можно себЪ вообразить безчисленное множество различныхъ 
лин между двумя точками. Самая кратчайшая изъ нихъ называется 
прямсю линею или прямою. и по этой причинЪ между двумя даннями 
точками можно провести только одну прямую лин!ю. 

12. Для означен!я точки стявятъ букву подлф нея; прямая же линя 
означается двумя буквами, поставленными при ея коннахъ. Такъ наири- 
мЪръ прямая, находящаяся между точками А и В (см. черт. 1) означается 
буквами А В. 

13. Изъ опредфленя прямой слфдуетъ: . 

1. Двумя точками совершенно опредфляется положеше прямой лини. 

П. Если двъ прамня имфютъ двЪ обрия точки, то части ихъ, лежапия 
между этими точками, совпадаютъ. Положимъ (черт. 2), что меньтая 
лин я АВ наложена на большую СО такъ, что точка А упала въ С, а 
точка В въ Е; то прямая АВ совершенно совифетится съ частю СЕ 
прамой СО, потому что въ противномъ случаЪ между С иЕ находились 
бы двф различныя прямыя АВ н СЕ, зто не согласно еъ опредблешемъ 
прямой. 

Ш. Подобнымъ образомъ можно удостовфриться, что двф нрямыя сов- 
падаютъ, если только двЪ точки одной совладають съ ДВУМЯ ТОЧЗАМИ 
другой. Выше уже объяснено, что еели точка А (черт. 2) унадеть въ С, 





В 


а В вь Е, то прямыя АВ и СЕ совмфетятея. Но какъ точка В взята на 
произвольномъ разстоящи оть А; то изъ тото слЗдуетъ, что то же самое 
И Такимъ же снособомъ можеть быть выведено и для всякой другой точки 
М. Изъ этого же и слфдуетъ, что веЪ точки одной прямой совыфщаются 
съ точками другой, если онф имфютъ только ДВЪ общя точки. 


| : : 

[У. Такъ какъ подъ лившею вообще подразум$ваетея неопред$ленное 
протяжене въ одну только длину, то изъ того МОЖНО Заключить, что 
всякая несомкнутая длина, а посему и прямая, можеть быть въ 06% сто- 


роны продолжаема безпредфльно, такъ что ее можно сдфлать длиннъе 
всякой данной лини. 


14. о о соединенных между собою, и не составляю- 
щихь одной прямой, образують ломаннию линлю. № : - 
мыя АВ, ВС, СО, ОЕ (черт. 3) и. АВСРЕ. ВА 

15. Раземотрьвъ главныя свойства пр 
0бъ ихъ измфрении. Измфрить прям 
ней содержится другая прямая, п 
измфрить разстояне между предме 


ямыхъ, скажемъ нЪеколько словъ 
Ую значить: найти, сколько разъ въ 
ринимаемая за единицу; наприм$ръ 


тами значить: опредфлить еколько разъ 
вЪ этомъ разетоящи содержится аршинъ, или футъ, или какая нибудь 


другая линейная мфра. Чтобъ найти, сколько разъ единица линейной 
мфры содержится въ данной прямой, должно ее отлатать на прямой 
столько разъ, сколько возможно; и если случается остатокъ, то слфдуетъ 
опредфлить, какую часть принятой единицы составляеть полученный 
остатокъ. Изъ этого происходить слфдующая задача 


Задача: найти общ 
: Ую мъру данныхз двуть пу 
лить ить отношене. о | 
Ш ы “ 
ие (черт. 4) АВ и СО данныя прамыя. Отлагая на большей 
а иж СО, сколько разъ возможно, найдемъ, что отъ А до 
Е ТЪ оыть отложена 4 раза, и еверхъ сего остаелся еще ТВ; и так 


АВ—4 СР -+- 16. (1 
Отлагая остатокъ В на Ср, находимъ, ы 


раза, и еше остается Кр; сл5д. 
1—3 В+ к. (2) 

татокъ на первомъ, положимъ, что 

В => (3) 


Изъ уравнения (2) СЬ—3 В+ выведемъ 
величины вмЪето равныхъ: ть" 


что въ ней Г) заключаетея 3 


Отлагая второй ое 


подставляя равныя 
а чм Ко ‹ 

и а ой | Ей ). 

А изь уравненя ПАВ ОТО -= 2КЛ — 30 т 
Изъ этихъ ВЫБЛАДОЕЪ 5 


слфдуеть 
< "Чедо разъ въ об ты 


что прямая КС заключаетея 
: тея цЪ. 
ЪихЬ Данныхъ нра ры 


мЫХЪ, И посему она будеть искомою 


г 
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общею ифрою. Изъ самаго же рёшеня задачи ВИДНО, ЧТО ОтъиСкивание 
общей мфры двухъ прямыхъ совершенно сходно съ отъискиваненъ общаго 
наибольшаго дфлятеля двухъ чиселъ. 

16. Примфчане. Мы здЪсь положили, что второй остатокъ заключается 
въ первомъ ифлое число разъ; но можеть быть, что и при третьемъ 
откладывани получается остатокъ, и при четвертомъ и т. д. Въ такомъ 
луча$ общей мфры данныхь двухь прямыхъ опредфлить нельзя, а по- 
<ему и точнаго отношен!я между вими найти не можно. Въ перомъ 
случа прямыя называются соизмъримыми, а во втором несоизмтри- 
мыми. 

17. Въ 3 11 было сказано, что между двумя точками можно провести 
одну прямую. но безчиеленное множество другихь лин. Между точками 
(черт. 5) Аи В можно представить себЪ только одну прямую АВ, безчис- 
ленное множество ломанныхъ, и безчисленное множество другаго рода 
лин, которыхъ части не суть прямыя лини. Послфдняго рода лини 
называются кривыми, которыя означаются по крайней мфрф тремя бук- 
вами, изъ коихъ крайня двЪ также поставляются подлф конечных т0-; 
чекъ лини. И такъ между точками А и В находимъ одну прямую АВ, 
ДВЪ ломанныхь АСРЕВ, АТВ, и двф кривыхъ АСВ и АНВ. | 

18. Очевидно, что кривыя могуть быть весьма различны, по своему 
виду и свойствамъ. Изъ нихъ въ первоначальной Геометри разсматри- 
вается только правильнфшая, называемая хруговою. Эта кривая имзетъ 
то свойство, что внутри ея находится точка, равноотстоящая отъ вефтъ 
точекъ кривой. Эта точка (черт. 6) С называется средоточемь или цен-. 
тромг; разстояне СА, СВ отъ центра до точекъ круговой лиши яолу- 
поперечииками или рафусами, & часть плоскости, находящейся внутря 
кривой лиши, хруюмз. Часть круговой лини АлЕ называется дугою, & 
прямая АЕ, соединяющая конечныя точки, хордою. 

19. Изъ сказаннаго слфдуетъ, что для опредфлешя точекъ, находящихся 
въ равныхъ разстояняхъ, наприивръ=СА (фиг. 6) отъ данной точки С, 
стоить только изъ С описать круговую линшю, рад1усь которой быль бы 
равенъ данной прямой СА. ВеЪ точки начерзенной круговой будуть въ 
тТребуемомъ разетоянйи отъ точьи С. , 

Лина, состоящая изъ кривыхъ и прямытъ. называется смющаниою, 
напримфръ лин1я АВСОЕГС (Фиг. 7). 


П. 0 прямолинейныхь углахъ. 


20. На илоскости можно провести двф ирямыя такъ, ч10 онЪ по доста- 
точномъ прододжени ветртатся. Ирамыя встрчаются въ одной точкЬ, 
иотому что если бы онф ($ 13. ПН! имфли дв® или боле общихъ точекъ, 


|. Г 


в 


то оиф слились бы въ одну прямую. Эта точка С (черт. 8) называетея 
точкаю встръчи или точкою пересъченая (фиг. 9), смотря потому, 
оканчиваются ли прямыя въ точкЬ ветрфчи, или продолжены на другую 
сторону. 

21. ДвЪ прамыя (черт. 8), выходяпия изъ одной общей точки С, заклю- 
чають между собою часть плоскоети, на которой онф проведены. Такъ 
какъ ипрямыя могутъ быть продолжены неопредфленно, то и часть плос- 
кости, между ними находяшаяся, неопредфленна, и величина ея завиеитъ 
оть большей или мевыией взаимной наклонноети прямыхъ. Эта неопре- 
дфленная часть илоекости, заключающаяея между прямыми, называется 
улломз, прямыя ВС и АС его сторонами или боками, а точка (С, ВЪ 
которой ветрфчаются стороны, его вершиною. Означаютъ углы одною 
буквою, поставленною иоддь вершины или, еели нЪсколько угловъ имфють 
общую вершину, какъ въ черт. 9, тремя буквами, изъ коихъ средняя 
поставлена у вершины угла, а крайшя у конечныхь точекъ сторонъ. 
Посему уголъ, по лЪвую сторону находящИйся, означается буквами АСЕ. 

22. Положене прямой не зависить оть ея величины, а потому и ве- 
личина угла, зависящая отъ ббльшаго или меньшаго наклоненуя его сто- 


ронъ, не зависить отъ ихъ величины. 


23. Точно такъ для сравненя прямыхъ, меньшую откладываютъь на 
большей, поступають и при сравнен1и угловъ. Пусть будутъ данные углы 
(черт. 10) АСВ ин Р’СВ.. Предетавинъ еебЪ, что уголь АСВ положен 
на уголь О’СВ’ такъ, чтобы вершины Си С’ совпадали и сторона СВ 
упала на сторону С/В”; если предположимъ, что СА упадетъ по направ- 
лешю С’А’, то в такомъ случа заключаемъ, что неопредфленное про- 
странство АСВ менфе неопредфленнаго пространства П’СВ’, или что 
уголь АСВ<угла О’С’В’. Бели же пря наложени двухъ угловъь совпа- 
даютъ не только ихъ вершины, но и стороны одного со сторонами ‘дру- 
таго, то таковые углы равны; напринфръ углы АСВ и А’СВ’ (черт. 10). 
Для означен!я угловъ Употребляется знакъ: /. 

24. Предетавимъ себф, что прямая ОС 
мою АВ, такъ что углы АСР и ОСВ 
углы называются яр 


(черт. 11) ветрёчается съ пря- 
} равны между собою, то таковые 
. ямымн ("); прямая же ПС, составляющая съ АВ по 
00$ стороны прямы Углы, перпендихулярною къ АВ. 
(*) Хотя можно принять очевидвымь я 
› Что вс прямые углы равны между собою - 
БоЖЪ да большой теометрической строгости здфсь прилатается > тому р 
вн а о г перпендикузарна къ А, а НЕ перпендикулярна къ ЕС: 
. = & /ЕЕН= СЕН; нахоб В—= . 
Для сего представимъ себъ, что Ка п ее Е ее 
ВЪ ТАКОМЪ ©1742 и ЕЕ совифстится съ СА 
ке упадеть на СВ, в по направленю 
уголь ФЕН углу ОСТ, Но во условю. 


а Ире 


25. Положимъ, что (чер. 13) уголь ООВ прямой, и сравнимъ съ нимъ 
каждый изъ остальныхь двухъ того же чертежа. Пусть при наложения 
сторонъ ЕЁ и НК на еторону СВ, такъ чтобы вершины угловъ совпа- 
дали, сторона ЕА упадетъ внутри прямаго угла, а сторона НО внф, то 
въ такомъ случаЪ уголь АЕЕЁ менфе прямаго, а уголь СНК болфе. Углы, 
которые менфе прямаго, называются острыми, а которые бодфе .прямаго 
тупыми. 

26. Если прямая ВР (черт. 15) ветрёчается съ другою прямою ВС въ 
точкЬ В, то образуетъ два угла АВО и ОВС, имфюще одинъ бокъ 0б- 
щий, остальные же два, бока, составляютъ одну прямую. Таковые угли назы- 
ваются смежными. Если они равны, то каждый изь нихъ ееть прямой; 
слфд. сумма итъ равна двумъ прямымъ. Еели же они не равны. то одинъ 
изъ нихъ тфмъ боле прямаго, чфмъ другой менфе. Въ этомъ дегко увф- 
риться, если вообразимъ въ точЕЪ В прямую ВЕ, перпендикулярную къ АС. 
Нзъ чертежа очевидно, означивъ буквою 4 прямой уголъ, что 

ХАВС—=а-+ ХЕВО 
ховс—а- их ЕВО 
сложивъ, получимъ `ХАВЬ- /БВС=4, т. е. 
сумма двухё снежныть угловь равна двумз прямым. 

27. Изъ этого предложешя слфдуетъ, что если сумма двухь угловь 
равна двумь прямымь, и если У нихь вершина и одинъ бокз обиие. 
то остальные два бока должны составить одну прямую. 

Пусть (черт. 16) /Х АСВ-+ ИВСО=2а, и ВС ихь общая сторона. 
Если СР не есть продолжен стороны АС, то АС можно продолжить, и 
пусть СЕ будетъ продолжение 

ХАСВ-- /АСЕ—?24 ($ 26) 
но ХАСВ-- /ВСО-—24 по условю, 
елфд. ХАСВ- /ВСЕ— /АСВ- ИВО (8 8. У) 
изъ сего слфд., что ВОЕ= ИВС (5 8, У), т. е. ифлое 
равно своей части,—слфдетве нелфпое, которое всегда будетъ имфть иЪ- 
сто пока полагается, что СР не ееть продолжене прямой АС. Изъ этого 








ДЕЕН—=/ ЕН 
сл$д. и ХАСГ = СГ (1) 
Съ другой стороны изъ самаго чертежа видно, что 
К АСГ> ДАСВ, а ХВСо> ИЛЬ, 
& по условю АСВ (ВСО 
саёх, ХА > /ЮЬ (2) 


Уравнеше (1) и (2) явно противорёчать друтъ другу; и это иротиворфч:е всегда будеть 
провсходить, котда будемъ полагать, что при наложенш прямая ЕН падаеть ие на ВС, 
& по какому нибурь другому направлению. Сл$д. ЕН должна упасть на ВС, и тогда 
И ЕЕН= АСВ, /НЕб== / ВОС, то есзь, всф прямые утзы равиы. 


Е и ить ттт ии ще 


диете 


= 


оне 


— Че 


и звотвуеть, что АС и СО должны составлать одну прямую, потому что 
Только въ этомъ случаЪ не будетъ никакого противорфчя. 


Представимъ теперь себф (черт. 18) н%еколько прямнхъ СВ, ЕВ, ‚ЕВ, 
СВ, ветрчающихся всф въ одной точкф В прямой АР, то составится 
рядъ прилежащихь угловъ но одну сторону прямой АП, коихъ крайне 
бока составляютъ данную прямую. (Для удобности означимъ углы малыми 
буквами а, 6, с... поставленными внутри угловъ у самой вершины). 
Очевидно, что и сумма этихъ. прилежащихт угловъ равна двумъ прямымъ, 
потому что они составляють два смежныхь угла. 

549+ = АВЕ 


де Ие= И ЕВО 
еложивъ получ. дач /6- Ке- (9+ /е-=иАВЕ-+ и ЕВЬ; 
но АВЕ- /ЕВО=?а 


елЪд. аи -- Де 94 Иена 
То есть сумма уегловз, по одну сторону прямой лежащихв, равна 
Овумз прямыме. 

29. Такъ какъ сумма угловъ, лежащихь по одну сторону прямой, рав- 
на двумъ прямымъ; то изъ сего \ельдуеть, что сумма вефхъ угловъ, 
лежащих по 0обБ стороны прямой, или вокруг одной точки, равна 
четыремъ прамымъ. 


Въ самомъ. дЪлЬ, пусть будуть (черт. 18) данные угаы а, (с, д,е, 
ИЗЪ Нихъ 


ха+ (6- /е-а ($ 26) 
сд /е—24 ($ 26) 
сд. да ио- (е+ 0+ Ие-аа 
Другой случай. Пусть будуть данные углы (черт. 19) а, 6, с, д, лежа- 
ше вокругъ точки 0. Чтобы привести этоть случай къ первому, про- 
дозжимъ которую нибудь изь данныхь сторонъ АС. Продолжещемъ СЕ 
раздфлитея уголь ОСЕ на два угла я и т. Изь 5 28 слфдуетъ: 
да 6-х ин 
. 0+ д та ($ 26) 
<дФд. да (6- Ин-+ 20+ Ит—да 
ноставимъ же выфето / т равный имъ 6, 
получимъ: 
са 06+ дс 04а, 
что и вывести надлежа.ло. 

30. Кеды (черт. 20) прямую ВС, ветрЬчающую прямую АП въ точьБ 
С, ирододжимь по Другую сторону, то подъ дишею образуется еще два 
угла 4 и с. Стороны Угла @ суть продолжен сторовъ угла 6, & стороны 
Угла с суть ирододжения сторонъ утла а. Таковне углы 0 н 6, сиа, 


Ее 


называются иротивоположными при вершинть. Тавъ какъ стороны 11% 
д суть только продолженя сторонъ угла 6, то изъ этого можно заклЮ- 
ЧИТЬ, что наклонене боковъ обоихъ угловъ одно и Тоже, и что по сем7 
углы равны. Впрочемъ въ этомъ можно совершенно увфриться слфдуЮ- 
щимъ образомъ: - 

2 9-+ (а=24 ($ 26) 

26+ /ч=24 6 26) 
Тавъ какъ кь Хди 6 прибавляется одна и та же величина, и лолу“ 
чаетея одна и та же сумма, то необходимо /4=— 6, то есть углы прот" 
воположные равны между собою. 


Ш. 0 мёр% угловъ. 


31. Чтобы измфрить уголъ, надобно поступить точно такъ какь при 
изифреши прямыхъ лиш, то есть сравнить его съ единицею того 0 
рода, слЪФд. съ угломъ, который принимается за единицу. Намъ уже изв$- 
стно, что всф прямые углы равны; посему прямой уголъ весть величина 
неизифняющаяся или постоянная; именно по сему свойству есть самая 
естественная угловая единица. Если данный уголъ равняется половин? 
прямаго угла, или двумъ пятымъ прямаго, то въ такомъ случав можем? 
составить о данномъ углф весьма точное понят. И такъ все затрудне- 
н1е состоить въ томъ, чтобъ узнать способъ, какъ данные углы, острые 
или тупые, сравнивать съ прямымъ и находить существующее между 
ними отношенте. 

32. Пусть углы АВС и ЕЕ (черт. 21) равны: въ такомъ случа угол? 
ОЕЁ можеть быть наложенъ на уголь АВС такъ, чтобь Е совиадала СЪ 
В, ЕЁ съ ВС, ЕР съ АВ. Возьмемъ на АВ произвольную точку и, И 
опишемъ дугу 7227, принявъ Еж за радтусъ; потомъ онитемъ и въ угл 
ЕР дуту 79, которой радусь Ер или Ей равнялся бы Ви. При таких? 
усломяхъ дуга 24 должна совершенно совмфетиться съ дугою 7т, потому 
что крайшя точки первой дуги совиадаютъ съ крайними точками т. 
рой; мевду ними же лежапия точки также совмфетятся, потому что он 
лолжны находиться въ равномъ разетояни отъ центра Е ($ 18). Из® 
всего сказаннаго можно вывести, что если изг вершин двуть равкыт® 
317065 Опишутся равными радусами 0/щ между сторонами узловё» 
7:0 тахковыя дуги равны. В 

33. Пусть будеть теперь на оборотъ (черт. 21) дуги ит и 24, о 
‘анныя изъ вершинъ угловъ равными рад!усами, равны. ‚Сирашиваетея . 
равны ли въ такомъ случаё углы Б и Е. Наложимъ уголь РЕЁ н® 
Уголь АВС такъ, чтобы Е упала въ В. и Ед ва Ви, то и дуга 9 ее 
Упасть на 77; въ протнвномъ случаЪ точки этихъ дуг не на холилиер 





зама 


фа 


бы въ равныхь разотояняхъ оть центра, что должно быть по причин» 


. Точка р упадеть въ точку п; а 
овать совмфщен!е прямыхь рЕ и В. 
Уголь рЕд, или что весе одно, утолъ 
или АВС, то есть /РЕЕ— ХАВС. И 
085 пишутся равными радусами 
0 и данные узлы равны. 

: ‚ чегко ршить 
прямой, при данной точит, начер- 


изъ этого совпаден1я будеть слёд 
Ели рЕ совпадаеть съ яВ, тои 
ТЕЕ совпадаеть съ угломъ яВи 
Такъ, если изз вершин двухжз угл 
Зуи и описанныя дуги равны, т 


жить улолз равный данному; н 
начертить уголь, равный данном 
между сторонами даннаго угла 
за рамуеъ, дугу 29; 


У углу РЕЕ. Для сего олишемъ сперва 
РЕЕ, принявъ произвольную линю Ед 


‚› равную дуг$ ра, СоеДинимЪ Точки 
м ленный уголь иВи будеть 


равенъ данному, потому что ($ 33) Дуги, описанныя равными рад1усами 


между сторонами угловь АВС и ЕЕ, равны. 


35. Зная епособъ чертить углы, равные Даннымъ, легко можно рышить 
задачу, о которой было УПомануто въ $ 31, то есть найти отношене 
между двумя углами (черт. 22) АСВ и РЕЕ. 0пи 
Угловъ Си Е, какъ изъ центровъ, равными радусами дуги АВ и РЕ, 
и найдемъ общую иЪру этихъ ДУГЪ, Точно такъ Бакъ  НАХОДИЛИ мЪру 
двух прямыхь ($ 15), то веть меньшую ДУГу отложимъ на большей, 
потомъ оставшуюся часть большей Дуги на меньшей, Второй остатокъ на 
первомъ, ит. д. Пусть дуга Вл будетъ найденная общая м$ра, и пусть 
она содержится въ АВ 4 раза, а въ дуг ОЕ7 разъ. Если изъ точекъ дф- 
леня т, у, р, 0, х, 5, ИТ, д. проведемъ Прамыя въ точки СиЕ. тотда, 
первый уголь раздфлится на 4 угла, а втор 


, ой на 7 Угловъ, которые ($ 33 
вс$ равны Между с060ю, потому что дуги В и 


75.... равны, а изъ этого слФдуетъ что: 
АСВ: РЕЕ— 4:7 

— АВ: — РЕ — 4:7 

елёд. АСВ: РЕЕ —— 
ТО есть углы относятся между собою та 
между сторонами 1706$ и описанныл оди 
36. ВЪ 5 35 мы полагали, что данныя д 


№ тахз дули, содержащаяся 


#М5 и тъмз же Радёусоме. 
В ду 


Кого остатка, который въ предшествовавте 
ЧИСЛО разъ: но это не веегда бываетъ, как 





айрим. на данной прямой ВС (черт. 21) _ 
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между прямыми, и въ такомъ случаф дуги также называются несоизмъ 
имыми. р 
р 37. Но углы всегда относятся тажъ какъ дуги, — — Е" 
если только описаны одинакимъ рад!усомъ. Въ и 
г. Здующимъ образомъ, основываясь на первомъ случаз. пу С 
а данные углы АВС и ОЕЕ, и пусть а — 
_ АВС относится къ / ПЕЕ, не такЪ ЕАКЪ — — т. , 
— АС къ дуг меньшей нежели ПЕ, к : у 
ХАВС : ХОЕЕ-АС : СЕ (1) 


] аздз- 
Чтобы опровергнуть это предположене, примемъ, не = | е 
лена на столь мелыя части, что каждая ИзЪ нихъ Я 
а о 
ть конечной точки Е, _ 
и а дфленя между Ри С. Пусть в о 
тда дуга НЕ будеть соизмфрима съ дугою Ре . 
точки Н съ Е прамою НЕ будемъ имфть ($ 36): 
ХАВС : ХНЕЕ==-—АС : — НЕ (2). а 
Сравнивъ пропорщи (1) и (2) ВАДИМ что е о НЕ 
ны равны; слФд. изъ послфдующихь можно ® ЫЛ 
ХРЕЕ : КНЕРГ=- ОЕ; > НЕ. а 
Изъ чертежа яветвуетъ, что въ первомъ НОЕ о но 
и Ни . ия а ДВУХЪ; НО ЕАЕЪ 
еть имфть м5ста. Она-же : рр ь 
я второй основана на доказанныхъ ани — р 
трёшноеть заключается въ первой. И такъ ее И Е _ 
кое же несообразное слфдетые получилось бы, та - г Ре С я 
порщи (1), что четвертый членъ боле дуги ОЕ. — о 
заключить, что четвертый членъ долженъ быть раве у 


нельзя допустить, что онъ болфе или менфе-— ЛЕ. 


1 дохазанномъ 
38. Основываясь на равенствЪ отвошен!й угловъ и ДУтЪ, р На 
ДлЯ вовхЪ случаевъ, замфняютъ первое отнотенте и. о 
отношен!е между дугами удобнъе опредФляется. ры а 
Пусть будетъь данный уголъ (черт. 24) АСВ, и тр Е и 
ше его къ прямому углу. Представииъ себф, что изъ т о 
ронф СВ возетавленъ перпендикуляръ СО, для ре Е 
ОСВ; съ которымъ требуется еравнить данный и > о 
С, какъ изъ центра, произвольнымъ радуусомъ дугу. , . 
ГАВС: /ОСВ=-АВ: — ОВ (а) 
Ноя я АВ и ПВ. выше уже показано 
Какъ отъискивая отношен:е между дугами АВ у у 
'$ 35. Положимъ, что 


ре 
сх . — АВ: —. ОВ=4:5 
тои АСВ: /РОВ4 : 5. 


39. Продолжимъ дугу ОВ, пока не, составнтея цфльная круговая ЛИНИЯ 
или окружность. и стороны прямаго угла ОСВ до Е и*С. Такъ какъ ОС 
перпендикулярна къ СВ, то ве Углы около точки С, ПСВ, РСб, РСК, 
РОС. прямые, и посему ве равны(есле же углы равны, то и дуги ОВ, Ва, 
СР, ЕП ($ 32) равны между собою. Веб онф, выфет% ВЗЯТЫЯ сОсТавляють 
цлую окружность, слЬд. каждая изъ нихъ равна четверти. 

Такъ какъ прямой уголъ принимается за единицу угловой мфры, та- 
КВиЪ же образомъ и соотвфтетвующая ему дуга, четверть окружности, 
каБЪ неизифняюнтая величина, принимается за единину при измфрени ДУуТЪ. 

Возвратимея къ пропорщи (@) въ $ 38. Изъ нея ВЫВОДИТ; 

ХАСВ — АВ 

обв = Зв 
то есть, чтобъ найти, сколько разъ единица угловой мФры’ заключается 
въ данномъ угл АСВ, слфдуеть опредфлить, сколько разъ въ соотвфтст- 
вующей — АВ заключаетея единица дугъ. Для большей Удобности въ 
выражен и, единицы обоихъ родовъ подразумфваютъ, и тогда получаютъ: 
С АСВ—_АВ | 
то есть, что узолз АСВ Равень, или измтъряетсл дузою АВ, заплю- 


чающекся между ео боками. и опчеанною из 
вОльнымз радзусома. 


40. Большею часто вст окружность дБлитея на 360 равныхъ частей, 
называемыхь градусами: посему въ четверти оБружности 90 традусовъ. 
А какъ прямой Уголь измфряетея четвертью окружности, то и въ немъ 
99 традусовъ. Каждый традусъ дфлятъ на 60 минутъ, ц минуту на 60 
севУндЪ. Для краткости и удобности приняты елфдующие знаки: (5) дая 
означен1я градуса, (°) минуты, (”) секунды. И такъ величина дуги, , Е: 
коей 48 градусов, 20 мМННутЪ, и 5 сек. означается СлВдующим ббра- 
зомЪ: 40520’5”. и 

НЪкоторые новфйние авторы (въ особенности французек!е) принимаю ть 
пругое раздфленше, желая ввести больше единства въ мЪрахъ. Они пола- 
`‘АЮТЪ в четверти окружности 100 традусовъ, въ градусь 100 минут, 
ъ минутЬ 100 секундъ. 

41. Для измъреня Угловъ на бумагф употребляется особенный инстру- 
нентъ, называемый тракспортиромз. Онъ состоитъ изъ иЪднаго по- 
Гукруга, коего дуга раздфлена на 180 частей, если хотять изм фрить 
ТоТЪ, то ириетавляютъ пранепортиръ кь ЛАЗНоМУ УГЛУ ТаБЪ, ктобы 
го вершина совиадала, еъ центромъ полукруга, и ОДНА сторона лежала 
а маметрь. Число градусовъ, лежащихь на дугЬ между другою сторо- 
5 и даметромь, покажеть величину угла. 


8 610 вершины пуоиз- 


| 
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рыл 


ГУ. 0 перпендикулярных и наклонныхъ прямыхъ линяхъ. 


42. Уже было объяснено, что углы, составляемые прямою, ветрЪчаю- 
Щеюся съ другою въ точЕФ, мотугь быть равны и не равны. Въ первомъ 
сдуча$ одна къ другой перпендикулярна, & во второмъ наклонна. Раземо- 
тримъ свойства этихъ прамыхъ. 

Такъ какъ периендикулярная ВС (черт. 12) должна составлять съ пря- 
мою АЛ по 0бЪ стороны равные Углы, то изъ этаго можно Заключить, 
Что #35 очки С взятой на прямой А) можно из пей возставить 
только один перпендикулярз СВ. 

Положимъ, что сверхъ СВ, и СТ перпендикуларна къ АО, То изъ этихъ 
уелов слфдовало бы, что 

АСВ = ИВС 
н сАС = ИО; 
но второе равенетво при нервомъ не можеть быть допущено, потому что 
КАСТ боле ДАСВ, а /ПСО менфе` ХВСЬ; а посему предноложене, 
что сверхъ СВ и С периендикулярна къ АО, не можеть имфть мЪета. 

43 Предложене сетается справедливымъ, когда возьмемъ точку виъ 
прямой, то есть 235 точии С (черт. 14) взятой вить прямой ЛЕ, можно 
спустить только одииз перпендихулярз на данную АГ. 

Пусть утверждается, что можно опустить ва АЕ еще нериендикуляръ 
СЕ. Чтобъ опровергнуть это предложеше, продолжимъ СПР, и сдблаемь 
продолжеще ОН=-Ср; потомъ соединимъ точен Е и Н прямою ЕН. 
Представим теперь себЪ, что верхняя часть всего чертежа, надъ пря- 
мою АР, проложена, на нижнюю, притомъ такъ, что ОЕ остается на своемъ 
УБетв, то ОС упадаеть на РН, потому что ХСОЕ равенъ смежному 
своему углу ЕБН, и по равенству СО закроеть совершенно ОН, то есть 
С упадеть въ Н. Изъ этого ве слфдуетъ, что СЕ находилась бы между 
днфын и ТЬми же точками съ прямою ЕН, и по сему же съ нею сов- 
иБстилась. И такъ, если ХОСЕ по условйю прямой, то и ХОЕН былъ 
зы прамой, и по вему ХСКО-- /РЕН были бы равны двумъ прямымт. 
зъ этаго же слфдовало бы ($ 27), что СЕ и ЕН составили бы одну 
'рямую, и посему между двумя точками Си Н мы бы имфли двЪ раз- 
тичныя прямыя, что противно опредфлен1ю прямой, & посему и едфлан- 
ное предложеше невозможно. ле . 

44. Если изв точки С (черт. 14), взятой внтъь прямой АЕ я рове: 
Зутся кз ней перпендикулярная С) и наклонная СЕ, то Ги. 
‘ороче второй. @дфлавъ такое же построене кахь въ предъидущемъ 5, 
Удемъ ныть СГ==ЭН, СЕ--ЕН, и посему СН=? СР. а ломанная 
СЕН=2 СЕ; но 


Гесх. Бус. я 


В Е 


потому что прямая менфе ломанной, проведенной между тфми же тя 
ками; слёД. и 





СН СЕН 
92 
или Ср < СЕ. 


Такъ какъ периендикулярь короче всякой другой лини, которую мож 


провести между данною точкою и прямою, то и принимается за м\р. 


разетоян!я между ними. : 


45. Если же изь точки А (черт. 25) проведутся итьсколько наклоя 
ныть из прямой ЕП, то 1) наклонныя АЕ ц АС, равно удаляющм; 
отё основанля перпендипуляра, равны; П) изз двух неравныхе ка 
®лонных5 болъе удаляющаяся отз основаня перпендикуляра М 
длиннтъе другой менъе удаляющейся АС. 


Т. Чтобы доказать равенство прямыхь АС и АЕ, наложимъ уголь АВ 
на уголь АВЕ, такъь чтобы АВ оеталаеь на своемъ мЪеть, то по раве 
ству угловъ, ВС уладаетъь на ВЕ и но равенетву прямыхь ВСи В 
точка С упадетъ въ Е; а изъ этого будегъ явствовать, что АС—АЁ, и 
тому что всБ прямыя, между ДиК лежмщя, совмфщаютея. 

П. Чтобы доказать вторую часть предложентя продолжимъ прямую А 
и едфлавь ВЕ-АВ, соединимъ точку Е в Сир прямыми ЕСиН 
Легко доказать, каКЬ въ $ 44, чрезь наложеше, что АО-—СЕ, А0=0 
елфд. 

ломлн. АРЕАЛ, 
ломан. АСЕ—?ЭАС. 

Тенерь слфдуеть только доказать, что ломан. АРЕ> доман. АСЕ. П 
сего продолжимъ АС до перееБчешя съ ЕД въ точк® Н; тогда буде 


имЪть ы 
АОН > АН ($ 4) 
СНЕ > СЕ $4) 

лёд. АБН-ЕСНЕ >> АН-+ СЕ; 


но АОН=АС-+ОН, СНЕ-—СН--НЕ, и АН=А0-- СН; 

то, поставивъ равныя величины вмъето равныхъ, нолучимъ: 
АР--РН--СН--НЕ>АС--СН--СЕ 

отнавъ отъ обфихь неравныхъ величинъ СН, НОлУЧИМЪ: 


АВ--ОН-+НЕ>> 36- СЕ 
или АРЕ> АСЕ 
АЕ АСЕ 
ел. ое: О ыь 
2 р 
м А0> АС 


те 
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Седёдетве 1. Изь поел днихъ двухь параграфовъ зветвуеть, что изъ 
одной точки къ данной прямой нельзя провести трехъ равныхъ прямытъ. 

СлЪдетые 2. Вели прямая ВА (черт. 26) возетавлена перпендикулярно 
5Ъ ЕС изъ ея средины В, то всякая точка А, взятая па пернендикуляръ, 
равно удалена отъ концовъ данной прямой. Н въ самомъ ДЪлЪ разетоян]я 
АР и АС равны, каьъ наклонныя равноудалающеяся отъ основан я нер- 
пендикуляра. 

Олфдетне 3. Напротивъ всякая точка О, взатая вн% периендикуляра, 
не равно удалена отъ концовъ прямой. Разстоян!е РО=ЕЕ--КО—ЕС- 
ЕО-—СЕО; а ломанная СЕО болфе прямой СО; и такъ О далфе отетоить 
оть Е нежели отъ С. 


У. О треугольникахъ и услов1я ихь равенства. 


46. Мы видфли, что когда дв прямыя встрфчаются въ точкВ, то онъ 
отраничивають илоскость съ двухь еторонъ. Если теперь себф предета- 
вимъ, что на сторонахъ угла А (черт. 27) взяты двф точки Е иЕ, про- 
извольчыя по положен1ю, и соединены ирямою ЕК, то часть плоскости 
будеть ограничена 0 всъхъ сторонъ прямыми. (Таковая ялосжость, ‹о 
зеЪхъ сторонъ прямыми ограниченная, называется прямолинейною фи- 
урою). Очевидно, что плоскость можеть ограничиваться не только тремя, 
но и большимъ числомъ прямыхъ, носему прямолинейныхь фигуръ можеть 
быть безсчисленное множество. 0и% получають свои нлименованя отъ 
Зисла угловъ, составляемыхь прямыми. Двь нрямыя АВ и АС, встрЪча- 
Ю1ИЯся въ точкЬ, составляють одинъ уголъ, третья же прямая ЕР обра- 
зуеть съ каждою изъ первыхъ двухъ еще по одному углу; елВд. вофхъ 
УГловЪ 3, и носему фигура называется треугольникомг. Фигуры озна- 
чаются буквами, поставленными подлф Вершины вефхъ угловъ. 

47. В> всякомъ треугольникЪ три стороны и три угла. Очевидно, что 
хагь стороны такъ и углы могутъ быть различны, & посему и треуголь- 
ники весьма различествуютъ по своей форм®. 

48. Положимъ, что требуется начертить треугольник», кое сто- 
Роны были бы равны даннымь прямымё а, 0, с (черт. 28). Отложимъ 
НА произвольно проведенной прямой УМ. отъ точки № до О линю №0, 
равную которой-нибудь изъ‘ даннахъ прямыхъ, папримфрь а, иотомъ 
энишемъ изъ точекъ № дугу 75 радиусомъ равнымъ другой ипрамой 6, 
& изъ О дугу $2 радусомъ равнымъ третьей прямой о. Соединивъ точку 
пересъченя Р с Хи Оо прямымн МР и РО, составимъ требуемый тре- 
Утольникъ, потому что №0—а, по условию. КРЫ—0, какъ ралусы одной 
и той же дуги, ГО—е, по той же нричин$. 

49. Чтобъ можно быз0 нолучить точку пересфченя Р, очевидиыо. что 
УР сь РО должны быть СолЪе МО, потому что въ противномъ случа дуги 


5% 
-- 





о --ныь 


Ок 


7$ и. 4 не пересЪклись, бы, и но сему нельзя, было бы составить тре- 
_угоаьиика. Изъ сего елфдуетъ, что для составденя треугольника изъ 


данныхь трехъ прямыхь, необходимо услове, чтобы сумма двуть дан- 
ныто пряамыхв была болве третьей. 

50. Изъэтого явствуетъ, что ничего не препатствуетъ предположить, чт 
изъ трехъь данныхъ прямыхъ двф между собою равны, третья же не равна 
имъ: въ такомъ случа построимъ треугольникъ, въ которомъ двф сто- 


роны равныя. Сдфланное уелов!е тавже долускаетъ, чтобы всф три прямыя 


были равны между собою. хи : 

51. Изъ всего сказаннаго слбдуетъ, что можно составить треугольники 
трехъ радовъ: 1) въ которыхъ веф стороны неравны между собою, и та- 
ковые называются неравносторониими (черт. 28); 2) въ которыхъ двБ 
стороны равныя— таже называются равнобедренными (черт. 33), нако- 
нець 3) въ которыхъ всф стороны равны между собою — таще треуголь- 
ники называютея равностороннимм (черт. 35). 

Что касается до угловъ въ треутольникахъ, то также могутъ быть три 
различных едучая: 1} вс тои угла могутъ быт» острые (черт. 28); 2} 
одинъ только изъ трехъ угловъ можетъ быть прямой (черт 37); 3) одян» 

‚изъ нихь можеть быть тупой (черт. 40). Въ послфдетви ($ 66, 67) б- 
деть это доказано. Бъ первомъ случаЪ треугольники называются остро- 
угольныни, во второмъ прямоугольными, въ третьемъ тулоугольными. 

52. Во всяком треуольникть сумма двухз сторонз боле третьей. 

Въ самомъ дф1Ъ въ треугольник» МРО (черт. 28) МР-ЕРО>ХО, потому 
что прямая М№О менфе ломанной ХРО, проведенной между однфми ИТВии 
же точками № и 0; ломанная же УРО еостоитъ изъ еторонъ МР и РО. 
Отеюда слфдуетъ, что во веякомъ треугольникВ сумма двухъ сторонъ 
болфе третьей. 

53. Если внутри /ЛАВОС (черт. 29) возьмем произвольную точ 
р, в проведем кз концамь стороны АС прямыя ПА и ОС, то суз- 

ма этихь прямыть менъе суммы остальныхь двуть сторонз АВ и ВС. 

Продолживь АД до перес%ч. съ ВС въ Е, получимъ: 





АЕ<АВ--ВЕ ($ 52) 
РС<Е-РЕС . ($ 52) 
съ. — АЕЕОС«АВ-ВЕ-ПЕ-+ЕС: (3 9) 


Цодетавивъ въ первой величинф вмфето АЕ составляюния ея прямыя 
АП-ЕОЕ. получимъ: : 


АР--ОЕ-+0С<АВ-+ ВЕ-Ь ОЕ-ЕС. 
но ВЕЧЕС=ВС; то и слёдуетъ, что 
АО--0С<АВ-ВС. 
На этомъ выводЪ основано доказательство сдфлующаго важнаго предло- 
женя въ Геометри: 


—- м 


54. Если три стороны одного тре угольнижа разны порознь трем 
сторонам друйго, то треуголениии равны. | 

Пусть бу дуть данные треуг. АВС и РЕЁ (черт. 30 Ти ПП) и АС 
—ЕЕ. Представимъ себф, что треугольникь АВС нало- 
нь на о, и ирнтомъ такъ, чтобы АС совмфетилась съ ПЁ, то 
для вершины /\-ка АВС можно принять четыре разаичния поаожени, 
Во 1-хъ она можеть упасть внутри треугольника РЕЕ; во 2-хъ на т0- 
‘торую нибудь изъ его стороиъ; въ 3-хъ, виф треугольника: наконець Ъ 
4-хъ, въ вершину ЛПЕЕ. Разберемъ, который изъ этих случаеевъ воз- 
МОЖСНЪ. 


1-8 случай, (черт. 30 Ти ПП), Пусть першила падаетъ въ точку 0: 
тотда о@— АВ, СЕ `—ВС. слфд. 
ОС-ЕЧЕ-АВ-+ ВС, 


но, но условю. и ВЕ--ЕЕ—= АВ-+ВС (потому что АВ-ТЕ. ВС-==ЕК); 
< лфя. 





РО--СР было бы=ТЕ-ГЕЕ (но УТ акс. $ Я); 
но этото быть не можетт, потому что, по $53, 06--СЕ должин быть 
меньше РЕ--ЕЕ; елЪд. вершина В не можеть упасть въ точку (. 

2-й случай, (черт. 30, Ги П”). Еели положимт, что нершина В па- 
даетъ на сторону ЕЁ въ точкБ Н, то имфли бы явное противоръч1, 
нотому что тогда бы РС была равна НГ, чаети стороны ЕР, которая, 
ко положению, равна цфлой ВС. 

3-й случай, (черт. 30 Ги У). Примемъ теперь, что вершина В иа- 
даеть рнЪ треугольника ТЕЕ, въ точку К; тогда бы 


ТЕЛЕ ($ 52) 
- КЕ ($ 52) 
©. БЕНЕ-ЕНЕИ> РЕКЕ 
н.о ОЕННК-ОК, ЕР 
сл. . ПК-+-ЕЕК>ОЕ--КЕ (4) 
по, по строеешю, ОК—АВ, а АВ по положеню==0Е, 


сад. ОК=Е; 

10 ТОЙ же причин КЕОЕ 

Поетавимъ въ урав. (а) РЕ вмфето ПК, и ЕЁ вмъето КГ, получили бы 

РЕ-+ЕЕ >Е-НЕЕ. 

что совершенно не возможно, а по сему й предположеше несправедливо. 
4-4 случай. И такъ вершина не можеть упасть ня внутри / ПЕК, 

пи на одну нзъ его сторонъ, и ве внЪ его. слЪд. должна упасть въ вер- 

ютину Г: и тогда РЕ совмфетитея съ АВ. а ЕЁ съ ВС, и треугольники 

тзаямно совершенно закроютъ другь друга. и иосему будуть равны. 
Другое доказательство. 





Не 


Пусуь будуть данные треуг. АВС и РЕЕ (черт. 30. Ти ИП) и пусть 
АС=ПЕ, АВЕРЕ, ВС—ЕЕ. Предетавимъ себф, что Л АВС наложенъ на 
АШЕЕР, и притомъ такъ, чтобъ сторона АС совмфетилась ‘съ ПЕ, что 
всегда возможно, потому что АС-ОЕ. Чтобъ опредфлить точку, въ во- 
торую должна упасть вершина В, треуг. АВС, вообразимъ себф, что изъ 
точки ПР стороны ОЕ, какъ изъ центра описана дута 7%, которой радтеъ 
былъ бы равенъ ОЕ или АВ; при такомъ услови дуга ят должна не- 
премфнно пройти черезь точку Е. ДалЪфе, опишемъ еще дугу 109 изъ. 
точки ЕК, какъ изъ центра; принязъ ЕЕ-СВ за радусъ, то и дута 10 


должна непремфнно пройти чрезь точку Е, которая по сему будеть. 


находиться въ общемъ пересфчени обфихъ дутъ. 


Мы выше видфли, что /\ АВС наложень на ЛОЕЕ такъ, что АС ©0- 
вмфшалась съ ОЕ, точка А съ р, а СеьЕ. Что АВ падаетъ на ОЕ, 
нельзя еще утверждать, потому что неизвфетно, равны ди углы А и: 
во непремфнно конечная точка В стороны АВ упадетъ на дугу пт, (ибо 
еслибъ она упала въ какую нибудь точку С иди Н внё дуги 77, то 
тогда бы радлусъ дуги ме равнялся сторон АВ или ОЕ, что противно. 
условтю). Такимъ же образомъ докажемтъ, принимая В за конечную точку 
стороны СВ, что одна должна непремфнно упасть и на дугу 0. И какъ 
одна и тажа точка не можеть находиться на двухъ дутахъ иначе, кать 
только въ общой ихъ точкЪ пересфчен:я; то изъ того и слЪд.; что точка 
В должна совмфетиться съ общимъ переефчешемь Е, то обфихь дут. 
пт и р9. Если же точка В совмфетится съ Е, то сторона АВ совифотитея 
съ БЕ, & ВС еъ ЕЕ; а изъ сего сдфдуетъ, что и ДАВС и ЛОЕЕ © 
мЗетятся, и посему будуть равны во вефхь своихъ частяхъ. 

55. Изъ того, что треугольники АВС и ПЕЕ взаимно совершенно 32- 
крываютъ другь друга, слфдуеть, что и ДАО, УВ— КЕ, /С= 
ХЕ, то есть вз равныть треугольникать углы, п 
нымё сторонамз, равны между собою. Утлы п 
сторонамъ, будемъ называть соотвтевующими углами треутольниковъ. 

56. Вы видфли ($ 54), что если три стороны одного треугольника 
равны порознь тремъ сторонамъ друтаго, то треугольники равны. Ели 
же только двЪ стороны одного треугольника были бы равны порознь 
двумъ сторонамъ другаго. то очевидно, что нельзя было бы ЗАКЛЮЧИТЬ 
© равенств$ треугольниковъ, потому что можно себь вообразить мноке- 
ство треугольниковъ, имфющихь по двф равныхь стороны, такь какЪ 
уголь, мелду ними содержанйся, можеть измЪняться до безконечноети. 
о ры рокот, рт свищ 

. тороны одною равны иорознь 


двумз сторонамь Пругаго, в узлы, между равными сторонани заклю- 
чаюциеся, равны. 


ротиволежаале рав- 
ротиволежание равнымъ 





И въ самомъ дЪлВ, пусть (черт. 31) АВ-ОЕ. /А=/О, АСЕ. 
Наложимъ треугольникь АРС на треугольникь ЕЕ такъ. чтобы АС, по 
равенству, совмфетилась со стороною ОГ, то есть, чтобы А упала въ 0, & 
С въ Е, то по равенству угловъ А и О, АВ упадетъ на ПЕ и, по ра- 
венству. съ нею совершенно совмфетится, то ееть точка В упадеть в% 
точку Е. И тогла сторона ВС находилаеь бы между точками Е и №: а 
какъ между тёми-же точками лежитъ сторона ЕЁ, и между двумя точками 
можеть быть проведена только одна прямая. то изъ того и слфдуетъ, 
что ВС совпадеть съ ЕЕ, & посему и Л АВС совершенно совмфстится 
©ъ ЛОЕЕ. 

58. Разсмотримъ теперь, будуть ли треузюльнихи равны, еели сто- 
рона и прилежаиие два угла одного равны порознь сторонъ и при- 
лежашимз двум угламз друлаго. 

Пусть (черт. 32) АС-ЮЕ, ИАНИО, /С= Е. Предетавимъ себ, 
что /ЛАВС наложенъь на ЛОЕЕ такъ, чтобы А упала въ 0), и АС на 
ОЕ, то по равенству прямыхъ, точка С упадеть въ Е. По равенству 
угловъ А и Р, АВ упадетъ на РЕ, и точка В непремфнно должна сов- 
иЪетиться съ какою нибудь точкою прямой ОЕ; по той же причин® СВ 
упадеть на ЕЕ и та же точка В непремфнно совмфетится съ какою 
нибудь точкою стороны ЕЁ; елёд. точка В должна находиться на ПЕ и 
ЕЁ, и поеему совпасть съ ихъ общею точкою Е, потому что въ этой 
точкВ можеть она въ одно время быть на обоихъ сторонахъ. Если же В 
совифетится съ Е, то АВ совершенно совпадеть съ ПЕ, а ВС съ ЕЕ, а 
посему и треугольники совмфетятся. 

59. Изъ того, что АВЫПЕ, ВС=ЕЕ, и изъ равенства утгловъ С и №, 
Аир сл8дуеть, что вв равныхь треугольникать, равнымз углам 
противолежашал стороны равны. 


УТ. 0 взаимномъ отношен1и сторонъ и угловъ въ треуголь- 
никахъ вообще. 


60. Во всяком треузольникъь АВС (черт. 33), равным сторонамз 
АВ и ВС яротиволежать равные узлы С ш А. 

Соединивъ вершину треугольника В съ ПР, срединою неравной стороны 
АС, прямою ВО, получимъ два равныхь треутольника АВР и ВОС, по- 
тому что АБр==Ср, АВ=ВС, по ноложеню, а сторона ВП есть общая 
($ 54); изъ равенства которыхъ и слЪдуетъ, что /С=,/А ($ 55). 

61. Сафдетве. Въ равностороннемъ треугольникь всф три угла равны, 
потому что противолежатъ равнымъ сторонамъ (черт. 35). , 

62. Рольшей сторонт. в® треуюльникъ противолежитг болишй 
/104е. 


. 


В 


д 


Пусть (черт. 34) АВ>ВС. Возставимъ изъ Е, средины третьей сторон 
АС, перпендикуляръ ОЕ, который пере $ четь большую сторону АВ; в 
тому что В далфе отетоитт, отъ А нежели отъ С ($ 45). Соединив 
точву пересбчешя О съ С прямою ОС, получимъ два равныхь треуголь 
ника АОЕ и СЕО ($ 57); изъ ихъ равенства слъдуетъ, что ХоОСЕ=, 
ОАЕ. Утолъ же ВСА болфе ХОСЕ, составляющаго Только часть его: ел, 
ХВСА,> /ОАЕ, что и доказать надлежало. 

63. Изъь послЪднихь двух предложенй очевидно проистекають с 
дуюция два, имъ обратныя: 1. Болишому Утлу 63 преугольниит проти- 
волежитз большая сторона. 

Пусть (черт. 34) СИА. Сравнивая стороны АВ и ВС, мы можехь 
получить три вывода: АВ можеть быть 1) меньше, 2) равна, 3) больше ВС. 

1) Если АВ была бы менъе ВО, то (по $ 62) и ХС быль бы мен 
ХА, что было бы противно условю; посему АВ не можеть быть менфе ВС. 

2) Если АВ была бы равна ВС. 10 (по $ 60) ин [С быль бы равень 
ХА, что также противно Условю. 

Н такъ, какъ АВ не можеть быть ви менфе ни равна ВС, то ом 
должна, быть болфе ВС. 

‚ 64. П. Точно такимъ же образомъ Докажемт, 
АВС (черт. 33), Равнымз узламь С ц 
роны, потому что если С 0= А, то АВ не можеть быть ни менфё и 
ни боле ВС. Въ первомъ случав ГС быль бы менфе, а во втором 
боле ХА, что противно сдЪлавному условию. 

65. Еели продолжимъ которую нибудь сторону АС треугольника АВС 
(черт. 36), то составится продолжешемъ Ср и прилежащей стороною ВС 


уголь ВСО, находящийся внь треугольника. Таковой уголь называется 
внъшнимь Уугломь треугольника. ° 


Виъшнй уголь ВСП всегда бол 
инме несмежныхь напу. ХАБС. 


Что въ иреуюльникь 
А противолежать равныл 6то- 


%ё хаждаго из внутреннитз, 
. Для доказательства влфдуетъ тольк 
вершину другаго угла А соединить съ ерединою протяволежащей сторонв 
Е прямою АЕ, продолжить се, и сдфлаль продолжее ЕЕ—АЕ п на: 
конецъ провести прямую СЕ, АСЕЕ=/АЕВ, Потому что `СЕЕВ, д. 
СЕР /АЕВ, ЕЕ-АЕ ($ 57); изъ сего же равенства слфдуеть, чт 
АВЕ-= И ВСЕ ($ 55), но тол ЕСЁ есть только часть угла ВСП, 1 
посему ХАВС>> / ВСР. ! 
Чтобъ доказать, что выЪший вор боле д 
надобно едфлать подробное строеше, 
диною противолежащей стороны АС. 
66. Сльдетые. 1. Если одинъ изъ внутреннихъ Утловъ ВСА (черт. 37) 
прамой, то внышнйй уголь ВОО, хакъ смежный ему (5 26) т пря- 
мой. Но какъ, но $ 65. БСП боле ХАН В, та аждь Ни 





долженъ быть оетрый. И такъ если въ треугольник8 одинъ уголь пря- 
мой, то друме два должны быть острые, и такой треугольникъ называется 
прямоутольнымь. Сторона противолежащая прямому углу называется 
гипотенузою, & заключающия его стороны хатетами. 

67. (лфдетые 2. Еели иоложимт, ч10 / ВСА тупой, то тифпиий 
ВСР, какъемежный ему ($ 26), острый; а изъ этаго слфдуетъ, что внут- 
ренне углы САВ и АВС должны быть также острые ($65). Нтакъ если 
ВЪ треугольникв одинъ уголъ тупой, то друме два должны бять острые, 
И такой треугодьникъ называется тупоугольнымь ($ 51). 

Еели же въ треугольник вс углы острые, то въ такомъ случа$ тре- 
Угольникь называется острого льнымь ($ 51). 

68. Заключимъ эту статью предложешемт, въ которомъ изелфдуется 
изифнен!е угловт, зависящее отъ изифнешя сторонъ. Въ & 57 было до- 
казано, что если двф стороны и уголь, между ними заключающийся, 
однаго треугольника равны двумъ сторонамъ и углу между ними заклю- 
чающемуся другаго, то треугольники равны. Докажемъ теперь, что если 
Углы при тфхъ же условяхъ будуть неравны, то и протяволежащая сто- 
роны также будуть неравны, и большому углу протяводежания сторона, 
бол%е стороны противолежащей меньшому углу. 

Пуеть (см. черт. 38 Ти 1) въ даннихъ треугольникахь АВС и АС 


‚сторона АВ=А’), АСЬ—А’С', а КА</ЛА’С слдуетъ доказать, что 


ВСС. 

Наложимъ Л АВС на ДА АС такъ, чтобы стороны АСби А’С’сов- 
ифетились, то но неравсиству угловъ А и А’С’ сторона АВ не упадетъ 
на АТ, но упадетъ внутри ЛА’ОС’, такъ какъ ХА мене угла ПА’С.. 
Приеемъ могутъ быть три случая: холечная точка В можеть упаеть 1) 
ВНУТи /\-ка, 2) на протиголежащую сторону и 3) вн треугольника. 

1-Й случай. Пусть (черт. 38, Ти П) В падает» въ В’ при этомъ 
предположени /ЛАВС быль бы равенъ ЛА’ВС’, и ВС=В’С.. По $ 53. 

А’В'+В'С< А+ ОС 
но АТ по условю-—АВ, а АВ==А”, сл6д. АТ.=-А’В’. Отнявь отъ не- 
равныхъ пеличинъ равння, Получимт: 
В'С<ЛС’, сдвд. и ВСС. 

2-Й случай. Пусть (черт. 38: | Ш) АС—=А”С”, АВЕА”Е, ХАК ИЕА" 
С”, и точка В падаеть въ В” стороны ЕС”, тогда сторона ВС равняется 
В”С”, только части стороны ЕС”, слфл. менфе стороны ЕС”. 

3-Й случай. Пусть (черт. 38. 1 №) АС=А”С”, АВ=А”Г. ХА« 
ХЕА”С", и точка В палаетъ внъ треугольника въ точку В”, тогла 
ДАВС— ЛА”В”С” п АА” В"А” Е, ВСВ”С”, 

АРС А”С 
БИС”«В”"О-ОС” 


и. Г. 


о 


обе. 
елЪд. А”Е--В”С"' <Еб--В”6-- А”: 60” 
или ° А’Е-А”С«ЕС”- АВ” 


Отнявъ отъ этихъ неравныхъ величинъ ранныя величины А”Е и А”ЗВ”, 


получимъ , 
В”С” или ВС<ЕС”, 


69. Обратно преддожене также справедливо. Пусть (черт. 38. Ти Ш 
АС—А’С’, АВА, и ВС<ГС.. Уголь А долженъ быть менфе угла 
РА’С’. Еслибъ уголъ А быль равенъ углу ОА’С’. то сторона ВС была 
бы равна ОС’; вели бы уголь А быль болфе угла РА’С’. то ВС была бы 
бодфе ОС’. Но сторона ВС, по условю, ня равна и не боле РС’ посему 
и (А менфе угла РА’С’. И такъ проч. 


УП. 06ь условяхъ равенства прямоугольныхъ треугольни- 
ковъ. 


70. Въ предъидущихь параграфахъ ($ 54, 57 58) показаны условия 
равенства всбхъ треугольниковъ вообще, а посему они относятся и къ 
прямоугольнымъ. Но равенство поелфднихь, какъ болфе опредфленныхь 
по своей формЪ, можетъ быть доказано и при другихъ условяхъ, которыя 
недостаточны для треугольниковъ вообще. Такимъ образомъ можно дока- 
зать, что прямоугольные треугольники равны, если гипотенуза и 
0динь изз острытз узлов одного равны шпотенузть и одному ост- 
рому углу друлаго. 

Пусть (черт. 39) углы СиЕ прямые, АВЕ, и /А— ХО. аи 
докажемь, АС=ОЕ, то выфеть съ тБмъ докажемъ предложене, потому 
что въ тахомъ случа треугольники должны быть равны, по $ 57. Мы 
можемъ принять только три случая: АС можеть быть 1) менфе, 2) боле. 
$) равна ПЕ. 

Первый случай. Пусть АС<УЕ. 0тложивъ на ПЕ чаеть Рб6—АС, и 
соединимъ точку С съ Е прамою СЕ. ДАОбЕ—= АВС ($ 57); а в3Ъ 
равенства слФдуетъ, что ХАСВ- /ОСЕ; но АСВ, по условию, ирямой; 
слфд. и /РСЕ быль бы прямой, то есть, при этомъ условии, мы бы 
имфли два перпендикуляра Ес и ЕЕ, проведенные изъ точки Е къ иря- 
мой ПЕ, что невозможно; а посему невозможно ПОЛОЖИТЬ, что АСЕ. 

Второй случай. Пусть АС>ОЕ. Нодобнымъ же снос 
что и это предположене невозможно, 

Третёй случай, Н ТаБЪ, какъ АС не можеть быть ни менфе, и ни 
болфе ОЕ, то АСЕ; и тогда ЛАВС-—АЛЬЕЕ. И носему прамотголь- 
ные треугольники равны, если и проч. 

71. Также ирямоузольные треу‘ольнихи равны, 
% одинь изь катетов» однаго равны гнпотенузтъ ци 

Пуеть (черт. 40) АВЕ. ВС-—ЕЕ, 


0бомъ докажемъ, 


если гипотенуза 


хатету другаго. 
ии С= ХЕ, как прямые. Н это 








оный 


ие 


предлежене можеть быть приведено къ первому случаю равенства тре- 
Угольниковъ, (5 54) если только докажемъ, что АС не можетъ быть болфе 
или менфе СЁ, а должна быть ей равна. 

1-й случай. Пусть АС>ОЕ. Отложимъ на АС отъ точки С линю 
20—=0КЕ,- и соединямъ (+ съ В прямою С@В. Въ такомъ случаЪ состав- 
ленный Л@ВС=/ОЕЕ (по $ 57); изъ равенства же ихъ слфдуетъ, что 
ВС—ЕО; но ЕЛ по уелов!ю, равна АВ; посему и ВС была бы равна АВ, а это 
противно прежде доказанному предложению ($ 45). потому что наклонныя, 
неравно удаляющияся отъ основан1я перпендикуляра, ие могутъ быть 
равны. А посему и предположене что АС>ПЕ, не можеть имфть мъста. 

2-й счучай. Пусть АС/ПЕ, И это предподожене опровергается точио 
такимт же образомъ. 

3-й случай. И такъ какъ АС не можеть быть ни болфе, и ни менъе 
РЕ, то АС должна быть равна ОЕ. Изъ равенства же этихъ ипрямыхъ 
будетъ слдовать равенство треутгольниковъ АВС и ПЕЕ (5 54). 

г2. Изъ $ 55 видно, что веть треугольники равны, если имфютъ по 
двф равныхъ стороны, и вели, сверхъ того; углы, между ними заклю- 
чающеся. равны. Въ прямоугольныхь треугольникахь послднее усло 
не есть необходимое: равные углы могуть и не быть завлючаемы рав- 
ными старонами, и все же равенство треутольниковъ имфетъ м$ето. Раз- 
смотринъ теперь различные случаи, въ которыхъ треугольники, имфюе 
по ДВ равныхъ стороны, и коихъ равные углы не заключаются между 
равными сторонами, бываютъ равны и неравны. 

73. Пусть будетъ (черт. 41) ХА острый и равенъ /), АВЕ, ВС 
=ЕРГ. ЗдЪеь могут быть еше два условия: а) когда сторона данному 
углу противолежащая будетъ болъфе прилежащей, Ъ) когда противолежл- 
щая сторона менфе прилежащей. 

а) Пусть ВС>АВ, слёд. и ЕЕ>РЕ. Предствимь себЪ, что ^ОЕГ на- 
тоженъ на /ЛАВС такъ чтобы РЕ совмфщалиесь съ АВ, то по равенству 
Угловъь Аи р, ОЕ упадаетъь на АС, и точка Е должна также упасть на. 
АС, или ея продолжеше. Теперь слфдуетъ опредфлить положен стороны 
ЕЕ. ели бы она упала внутри треугольника между АВ н ВС, но какой 
бы ни быдо сторон® перпендикуляра ВС, она была бы (по 5 45) менфе 
ВС; если же она упала внЪ треуголника далфе стороны ВС, то она была 
бы болфе ВС (по 5 45). Но какъ ЕР ни менфе и не болфе, а равна ВС. 
то она и не можеть иначе упасть какъ на самую линию ВС. А изъ это- 
го слфлуетъ. что треугольники АВС и РЕЕ должны совмфтатьга. 

Ь, Пусть В>АВ (черт. 42), слёд. и ЕЕХЕП. Ноложимъ ‚БЕГ из 
ДАВС такъ, чтобы ОЕ совуъотилась со стороною АВ. то по равенству 
Угловъ А и О, РЕ упадетъ на АС, и точка Е также упадетъ на прямую 
АС. Въ предъидущемъ слузаЪ было уже объяснено, что сторона ЕЕ не 
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можеть упасть вн треутольника, потому что она тогда была бы боль 
ВС; также она не можеть упасть между перпендикуляромъ ВН п сторо- 
ною ВС, потому что тогда была бы менфе ВС. И такъ сторона ЕЕ з0- 
жетъ упасть или на сторону ВС, или на прямую ВС. находящуюся по 
другую сторону перпендикуляра, на разстояни @Н=НС. Изъь сего сл 
дуетъ, что могуть быть два треугольника АВС и АВС, которые будуть 
ИмЪТЬ ОДИНЪ Уголь, равный углу 0, и дв стороны, равныя сторонам 
Е и ЕЕ. Изь сего слфдуеть, что не всегда можно заключить о равен. 
ств® треугольниковъ по одному равному углу и двумъ равным 6т0ре- 
намъ, если онф не заключають равныхъ угловъ, и если сторона проти: 
волежащая данному углу менфе прилежащей. 
Напротивъ, треугольники всегда равны, вели имфють по одному рал- 
ному углу, и по ДВ равныхъ стороны, хотя бы эти стороны н не закли: 
М5 Т” 590 тьтг ато угла если только противолежашая еторона 
болтъе прилежашихъ. 
74. Изъ поелфднаго завлюченя слфдуетъ, что если данные равные 
углы суть прямые или. Тупые: то’ въ тахомъ случа треугольники равня. 
хотя бы данныя дв% стороны и не заключали данныхь угловъ, иотому 


что противолежащя нмъ, какъ большимь угламт, ($ 63) стороны боле 
прилежащихт. 


УШ. РАшен1е н%которыхь задачъ съ помощью предшество- 
вавшихь предложен. 

75. Решимъ теперь задачи, которыя мы предполагали возможным. 
какъ напримфръ въ $ 60 мы приняли, что прямая разлфлена на 18 
равныя части; въ другихъ случаяхь ] 
прямыя, хотя способъ проводить иху 


на рышенйя этихъ задач и НЪкоторыхъ 


другихъ основаны пренмуптествеи: 
но на теоремахъ, относящихся до равенства, треугольниковъ; посему он 


н будуть теперь предложены, такъ какъ услоня равенетва треугольни- 
ковъ уже извЪетны. р 

76. Раздълить прямую на двъ равныя части. 

Изъ конечныхь точекъ (чер. 43) Анв ОПиШемЪ дуги иж и 20 оди- 
накимЪ произвольнымъ радрусомт, который однакожт отженъ быть так? 
веливтъ, чтобъ дуги пересфелись. Потомъ тфмъ же рад1усомт или Другим? 
иЗЪ ТЬХЪ же точекъь Аи в опишемъ по другую сторону прямой также 
ДВВ Дуги 75 И (м. Соединавъ точки М и М прямою ММ. раздфлимъ 2Ъ 
ТочЕЪ О данную прямую АВ на дръ равныя частн. 

Чтобъ доказать, что АО—ОВ, надобно доказать р 


ь авенство треугольня- 
КовЪ АОХ и ХОВ. въ которыхъ АХ—ХВ з 


° №© УсловНю. п сторона ХО об- 
80 УГЛОВ АХО н ВХО. Эти же 


щая: остаетея только еще возвести раванет 


550: 


Углы равны, потому что противодежатъ равнымъ сторовамъ въ равнытъ 
треугольникахь АММ и ВХМ. (Посдбдне же два треугольника равны 
между собою, потому что АХ=МВ, АМ-МВ; ММ веть общая сторона 
(3 54). Доказавъ равенство угловъ АХО и ВХО, доказали вмЪет $ и 
венство треугольниковъ АХО и ВХО, а посему и сторонъ АО ВО, то 
есть въ точкф О прямая АВ дфзитея на дв равныя части. 

77. Изъ равенства треугольниковь АМО и ВОХ сдфдуеть также равен- 
ство угловъ АОХ и ВОМ; и какь эти углы смежные, то они должны 
быть прямые, 2 прамая МО перпендикулярна кь АВ. Изь этаго соображе- 
я ие трудно вывесть способъ, какъ 

68. Изв данной точки 0 прямой АВ провести из ней перпенди- 
Хурярную (черт. 43). 

Для сего должно изъ данной точки О по объ стороны отложить рав- 
ныя части АВ и ОВ, нотомъ изъ точекь А и В описать произвольнымъ 
радусомъ двъ пересфкаюцияся дуги р и тп, соединить точку М съ 
ланнею точкою О ирямою ОХ, которая и будетъ требуемый перпенди- 
куляръ. Изъ самаго строен1я очевидно, что ЛАОХ—ХОВ: д изъихь равенетва 
слфдуетъ равенство угловъ АОМ и ВОМ, или что МО пернендику лярна, 
БЪ АВ ВЪ ТОЧЕЬ 0. 

79. Сдфлавъ подобныя же соображеня можно рёшить и слфдующя 
задачи: 

Изь данной точки (черт. 44) Х, виъ прямой ПЕ провести из ней 
перпендихуллрв. КО. 

Для сего должно поступить въ обратномъ порядкф: изъ дапной точки 
Х должно описать ДУГУ такимъ рад1усомъ, чтобы дуга 75, данную пря- 
мую РЕ, пересъкла въ двухъ точкахъь А и В. Раздвливь АВ на двЪ 
равныя части, и соединивъ средину О съ №, получимъ требуемый пер- 
нендикуляръ. 

Равенство треугодьниковъ АОХ и ВОМ очевидно; а изъ сего слфдует» 
равенство угловъ АОМ и ВОХ, а посему и перпендикулярность прямой 
ХО къ данной прямой ПЕ. 

80: Данный Уголв АМВ раздълить на двъ равныя части (черт. 45). 

Отъ вершины даннаго угла отложимъ иа его сторонахъ равныя части 
КА и МВ, потомъ опишемъ дв$ пересфкающИя дуги #4 и 75 изъ точки 
А и Ви соединимъ Точку пересфчен1я М съ вершиною №. Нрямая ММ 
раздфлить уголь АХВ на даЪ равныя части а и 6. Равенетво эгихъ 
утловъ аветвуеть изъ равенства треугольниковь ХАМ и ХВМ ($ 54. 

81. Иостроить тредольникь равный данному треугольнику АВС 
‘черт. 46). 

Эта’ задача можеть быть рышена различными слоеобдии: 

Г Можно построить треутольникъ. котораго тря стороны били бы равны 
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Тренъ сторонамъ даннаго треугольника. и ЭтотЬ сп0собъ уже нога 
ВЪ $ 48, гдЬ, выЪсто еторонъ треуголника, взяты три прямыя. 

82. П. Можно ностроить треугольникъ, котораго двф стороны рав 
были бы двумъ сторонамь даннато Д-ка, и сверхъ того углы ме 
НИМИ заклющающуеся равны ($ 57). Для еего (чер. 46. Ти П) в шт 
извольной прямой ОН отложивъ РЕ-АС, построимъ ва ней /СП= 
СА ($ 34), и отложимъ на его стороиф Об, часть ОЕАВ. Соедини 


точки ГиЕ прямою ЕЕ, соегавимъ требуемый треугольникъ, что сом 


шенно явствуетъ изъ самаго построеня ($ 57). 

Ш. Отложивъ (черт, 46. Тин Ш) на прямой КР. часть К1-=АС ив 
чертивъ ($ 34) къ точкь К уголъ МК!— /ВАС, а въ утоль МКС! 
составимъ также /ЛГКТ равный ЛАВС, потому что сторона КГ и 


АИС (5 58). 


ТХ. Параллельныя лини. 


83. Въ $ 43 было Доказано, что изъ точки, взатой вн$ прямой, м051 
Уляръ; изъ этого едфдуеть, и 
если изъ двухъ точекъ Г и Е (черт. 47), взятыхъ на прямой АВ, № 
ставимъ два перпендикулаяра ОЕ и ЕС, то эти дв прямыя никогда! 
могуть встрьтиться, потому что, еслибы мы положили, что он вот 
= т 1046$ О, то мы бы допустили два перпенди 
дяра и изъ одной точки къ одной прямой ОЕ 
ин получили бы двъ никогда не встрфчаюцияся пре 
: ‚ @С4и бы ихъ прове 

Ли такъ, чтобы онф соот 
Вили равны ‘углы ан 6 съ прямою АВ. Если бы ОЕ и Еб перефву 
ЛИСЬ в какой нибудь точкь 0, то составилея бы треугольникъ ОЕ, в? 


котором. у 
р м м Уолъ а былъ бы равенъ внутреннему 6, что проти! 
но прежде доказанному предложен1ю ($ 65) 
85. И такъ мы ВИДИМЪ, что мог 
Находясь на одной илоекости и как 


НИК 4“ г 
ов не встрёчаются. Таковыя лрямыя называются параллельным 
Иая означеня параллельноети лин Употребляется рае: | | 


86. Если двЪ паралле) 
г ЧАельныя прямныя перее% 
8 зкаются третью, то составй 
г ты и ретью, то состава 
ся 8 угловъ, которые получають Различных наименования, (черт. 49) 
Углы с, а, е, }, внутреннихъ 7) 
а, 6, 9, А, ВНЪШнихЪ 


УТЪ существовать прямыя, которы 
Ъ бы далеко ни были продолженя 


ане } соотв Ътственныхъ 
(нА 

биг или 
енлй 


УГловЪ наклонен, 


сие\ внутренно-противоположныхь или 


ил | накрестъ лежащихъ. 
фи 1] внЪшно-противоноложныхь или 
ака накрестъ лежащихъ. 
87. Въ $3 77 и 78 мы полагали (черт. 48), что 
а—5; 
но а--с—==2 4, 





елфд, 6--е—2 а, 
то есть сумма двуть внутреннихь у1л0вз параллельныхь линй, по 
0дной сторонь съкушщей находящихся, равна двумз прямымь углам. 

88. (братное предложение также должно быть справедливо, то есть, что 
если сумма внутренняхъ угловъ менфе двухъ прямыхъ, то въ такомъ 
<луча$ прамыя не параллельны; напр. если из двухь прямыхте (черт. 
50) АВ м ПС, только одна АВперпендикулярна из съкущей СВ, а 
Оруая наклоина, то таня двъ прямыл, по довольномъ продолженли, 
переськутся; эта истина такъ очевидна, что можеть быть принята за 
акоому, ТЬМЪ Содфе, что доказательства до сихъ иоръ извфетныя, не 
<овершенно точны. 

89. Мы номфетимъ здЪеь доказательство г. Бертрана, какъ одно изъ 
<амыхь простьйшихъ. Пусть (черт. 50) АВ периендикулярна къ СВ, а 
наклонная ПС составляетъ съ нею острый уголъ ОСВ. Для докозатель- 
тва, что продолженная СО переефкаеть АВ, возставимъ изъ точки С 
перпендикулярь СЕ. Очевидно, что острый уголь ЕСО, нЪеколько разъ 
отложенный, на конецъ составить уголь РСК, который болфе прямаго, 
елфд. неопредфленное пространство ЕСО составдяеть ИЗВЪСТнНуЮ часть 
неопредфленнаго пространства прямаго угла КСЗ. Также очевидно, что 
на сторонф СЗ ирямаго угла ЕСЗ, можно отложить прямую СВ безчислен- 
ное множество разъ, такъ какъ сторона СЗ можетъ быть продолжена не- 
предфленно. Возставивъ изт точекь дфленя М, О, 0, 5, и пр. перпенди- 
хуляры МГ, ОМ, ОР, ЗВ, образуемь такое же число неопредфленныхъ 
пристранетвь АВМГ, ГМОМ, МОФР, РОЗЕ и т. д., которыя веб будуть 
<овыфщаться съ иространствомъ ЕСВА, по причин равенству прямыхъ 
СВ, ВМ, МО, 04, ит. д. и равенства ирямыхъ угловъ. НеопредЪленное 
пространство ЕСВА заключеется въ неопредфленномъ пространств иря- 
маго угла РСЗ безчисленное число разъ, слБд. оно въ сравнен!и съ нослЪднимъ 
безконечно мало; между тфмъ какь неопредъленное пространство ГСП 
составляегь опредфленную его часть. Изъ этого же должно заключить, что 
неопредбленное пространетво КСО болЪе неопредфленнаго пространства 
ЕСВА, слЪд. первое не можеть заключаться во второмъ. А кавъ первое 
пространство ЕСО со вторымъ кмЪфетъ одну сторону СЁ и вершину 
общ:я, то другая ненремфнно должна выйти изь пространства ЕСВА; 


я С ыы 
ТОГО же не можеть быть безъ того, чтобы СР не пересъкла 


Предложен! 
одеть той там Же образомъ Доказываетея, когда /0 
, 50 разлищемъ что 
ат ВЪ ТАЕ 
пересъкаются по другую сторону лини СВ. и: 


90. Теперь не т 
Трудно доказать прелложкон: 
были доказаны въ $ 83, 84. Редложеня обралныя ТЪыЪ, котор 


Г Если изв двух 
перпендиулярна, ко 


продолжонную ВА. 


© и другое противно уелов: а во вто Г 
овТЮ: с: .) ромъ вниз. 
91.1. Е лонюзель. ЕО должна быть периендикулярна къ 0Ё. 


сли деть парал 
мельныя прямыл ы 
съхаются третью ЕЕ, то вну ь и и. 


т : 
6 равны. ренио нахресть лежацие углы ап 
Чтобы Дока 
зать требуемое, оп 
СТимъ : 
Аикуляръ СН къ АВ, и ве средины (+ прямой КТ периен- 


9 ож бт пре р С о пт 

Г На К то ест № 

- т и м Сего въ Треутольникахь я 

 А@НГ, а изъ  азенот — а и — а ле 
и —. > Треутольни ковъ и слФдуетъ, чти Ч В 

и вр справедливость предложеня изложеннаго въ $ 8 

Уча когда углы будуть Произвольны, то в | 


керавна двумь "Рямыме, то АВ и Су от Е 


Пусть хВ@Н-- /рНа<эа 


› НОТому что къ Одной и той же 


сумму. чтобъ получить большую 


Въ точь @ на и г 
Она ( угл ВСЕ с 
т Н 34), и продолжимъ еторону СМ До какой ниб Уголь ЕСИ 
Е НЫ быть параллельна СП) $ 84). нь т точки М. Лря- 
ь Г . ‚ опустимъ на СО периендикулярь о. п — 0, средины 
Угую сторону до пересфченя съ МХ п АВ в А: его по 
\Ъ К и |. Та 


КАЕЪ ММ параллельная СП, т. м 
- , Хок . 
хо ОКО ость внбтийй дан вт . Лолженъ быть прямой ($90); уголь 


Вл. 5 
КЕ п долженъ быть острый. И такъ о. ы а я АВ 
9, Что прямая АВ 
периендикуларна; ЛВ. АВ и С 
Ни, пересфчься. 


й Телерь лот 
наклона кт 1К, а прямая СБ ъь ней рь доказан 


(3 88), должны НО ДОвОЛЬНоМЪ продолже 
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93. В 5791 ‘и 92“ доказано, что (черт. дули" рама АВ'и СГЧафая- 


лельны, то противоифложные У с и’ ‘раый унутруйниьь 


`угловъ, по одну еторону! евкущей лежащихт, равна думу прямымъ. И таль: 
И 1 О Ра г т га Ка : 
т" По ра Иен а и О р. ой 
о ко Ис (80), м р у .н ФИ: 
слфд, Да=/е (3) р г 
370 веть соотетьтетвеняе фелы! равиы: Въ уравн. (2) ветапиму  равныя 
‘величняы вифето равных: ол и ит ИНН 
9=6. ($ 30), п Дом Уи. поимели 
Но Зы ыы М, 4) оо сакс риваиицие 
то веть сумма вибёйаей", по ойну сторону. сткушей лежатитв, 1 4- 
ловз`фавка двумя трямимь. ` 5 в. ее 
_ 94. Еели при пересвчени двухъ прямых третьею, которов нибудь -имь 
‘упомянутых уеловй ямбеть моё, то въ закомЪ ‘луча переобеявмыя 
чтрямня параллежны. Пуств наприйбр®’ АВ-и’СР (черт. 49) пересвкаютея 
‘третьею ЕЕ такъ, что Гы 
оО ц У Чрез" унтав г 
а ° Мо 26а даный 4. р с 
у ть 
но (0-е, по $ 30; ел. Ие— а. А вели Де Иа; 
прямыя АВ и СР параллельны. : 
95. Также можно доказать, что если одно изъ означенныхь условй въ 
$ 93 не имфетъ мЪста, то и друмя не мотутъ быть, и прямыя АВ и 
СР не будуть параллельны. И , 
_ 96. Зная выведенныя зДвеь свойства параллельных» лин, ‘но 
весьма легко найти способъ проводить ихъ къ даннымт прямнит: етоячъ 
“РОЛЕКО СЯЪлатв ‘побтроене, ‘веновитиое` на. какомъ ‘нибудь ить доказан- 
ныхъ. свойствъ. Подожимъ, что требуется чрезз данную. точну А 'прэ- 
зести прямую параллельную хз данной прямой ВС (черт; 58). _ 
Положимъ,. это. МК, проведеняая чрезъ точку: А (черт. 63), есть иско- 
Мая, параллельная къ ВС, то въ такомъ случа произвольно проведенная 
еЗкущаз, АС составила бы равные углы. и. и 2. А изъ этогр выводится 
сдъдующее , построен: изъ данной точки А проводятъ какую нибуль 
сБЕТЩуЮ Аб, и потомъ отлатають въ А уголь я равный углу эй (по $ 34), 
и продолжають сторону АХ. Прямая ММ будеть требуемая (5 95). о 
97. Чрезз данную точту А (черт. 54) провести прямую АЕ. хотд- 
Рая составляла бы съ данной прямой ВС уголз, равный данному углу я. 
Положниъ, что АЕ будетъ искомая прямая, ий что /0= (я. Построявъ 
ъ какой нибудь точкВ Р на прямой ВС Утоль = Ия. получили. бы: 
До=ит — и 
Гесм. Бус. 3 


{ ‘с У: 
‘ а 


то по $ 84 


тии. 
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шотому что заждый изъ нихь. быль бы раюиь дей. Боли а, ее 
то АЕ доджна. быть параллельной прямой Е@. Изъ этого, м т 
и построене: на данной прямой ВС, въ произвольно ат о ны 
Е слёлуетъ начертить /7—/и, и иотомъ чрезъ данную точк; —. 
вести прямую АЕ, параллельную СЕ, которая и ав ОтЬ съ да ы 
прямою ВС уголъ о, равный даниому 7, потому что /0о—=/Ит (8 й 
а Ит—=/п, по строевю. М де , 

-98.Выпедемь теперь вримфчательнЪйшее‹ свойство параллельныхь дин, 

-з именно: онъ находятся во всъхь точналь. вз.: равнамз ОН 

Въ $ 44 было показано, что разетеяне, точки. оть праной: опредфляется 
перпендикуляромъ; слФд. для этого нреддоженя слЪдуетъ доказать, что 
„.периендикуляры; изъ разныхъ хонекъ одной изъ. параддельныхь те 
ные на другую, равны. Пусть будуть давныя параллельных прямыя.А 
‚ \ ВО (черт. 55). Изъь точекъ: Ех и К, произвольно взатырь на АС, 9иус- 
Я тимъ къ ВО пнерпендикуляры Еб и ЕН. Даля доказательства ихь равенетва 
й нроведемъ ЕН, и.т$иъ образуемъ. два равныхъ треугольника, ЛЕОН т 
ДЕНЕС (5 70), потому что 6=а/ (6 91), ЕН=ЕН, дб 8%); 
а изь равенства треугольниковъ -и. слфдуеть, что Еб=ЕН. 

99) Двь прямыя АВ и СБ ппраллельных юз третьей ЕЕ, паролле- 
льны между собою (черт. 56). Проведя еркушую СН, будемъ имфть: 
ге - Да= с. потому что АВЕ. 
=, потому что"6Р | ЕЕ 





ев. Да— 6. 
_ Вели же Да=/, то, 10 6 95 АВ || СП аи 
У 100. Ивраллельныя прямыл, заключающуяся между двумя парал- 
‘лельными, равин между собзю (черт. 57)... Е 
Пусть АВ || СБ. АБ | ВО. Проведя прямую АР получим. два рааны г 
‚треугозьника АО и АБР ($ 58), иотому, что каз, Ар, (4 
Дес. Изь равенства же треугольниковъ слфдуеть, -чтю АВС, и. АС-=ВО. 
Изъ этого предложения прямо: сл®дуеть обратное преджожение:  ^': 
101: Если 6въ равныя прямы я заключаются между двумя равин- 
ми прямыми, то прэтивульжашия пряжыя параллельны (черт. 57). 
Пуеть АВЕСО и АСВ. Провядя прямую АБ `получимь два 'рав- 
ных треугольника АСБ и АВЬ. ($ 54). Изь равенства треугольник ув? 
елЪДуеть, что —_ ый 


ини.“ 

Е даб 

Изь Уравн. (1) сафдуеть (3 94), что ВО П.АС, а изъ. уравн: (2), по той 
2е причинф, что АВ- СО. 


‚ 102.' Сдвдетве. Двф прямыя АВ и СО, соединяющя концы двухъ рав- 
ных и параллельныхь АС и ВО, также равны и параллельны. Это оче- 
видно изъ равенствя тхъ же треуг. АСО й АВР. 

103 Углы, составленные параллельными прямыми и обращенные 
8в одну сторону равны (черт. 58). 
Пусть АВ ||Е, ВСИЕЕ, и отверст!я угловъ В и Е обращены вЪ одну 
сторону. Продолжимъ сторону ЕЕ до пересченя съ АВ въ точЕв С, тогда 
_ КЕ= (а, какъ соотвфтетв. углы парал. ЕО и АВ. 
(9=/В, какъ соотвфтетв. углы парал, ЧР и ВС. 
лв. ХЕИВ ($ 8 акс. У|. , 
104. Выше ($ 65) было доказано, что внфшнЙ уголъ треугольника бо- 
л%е каждаго внутренняго съ нимъ несмежнаго; теперь, основываясь на 
свойств параллельныхь лин, можно опредфлить это отношене тоян%е. 

Продолжныъ въ данномътреугольникь АВС (черт. 59) сторону АС, 
и проведемъ изъ точки С прямую’ СЕ || АВ, которою внфший уголъ 
ВСП раздвлитея на два удалит. 

И такъ ДВОО= Ия-+ /т 
н9 Ия УВ, а/т= А 
ел3д. иВоО=/В4- А 
ТО @СТЬ, вньшизй уюлз треугольиика’ ‘не толёко болье каждаго 
внутрени я:0 65 нимз песмежнало узла, но равенз суммъ внутрен- 
яитв 08 нимз невмежныхь угловт. 

105. Такъ какъ внзшн!й уголь треугольника, со внутреннимъ, съ нииъ 

смежнымъ, составляеть два прямыхъ ($ 26); 
т. е. (ВОО-- /р=2 а 
и какъ ВСР ($ 104) = ИА-- ИВ, то 
ХА-ИВ- Ир=2 а, 
то есть внутрение три угла треуольниха, виъеттъ взятые, равны 
двутз прямымг. ое | 
106. Слёдетые 1. Такъ какъ вумма вефтъ трехь угловъ треугольника 
равна двумъ прамымт, то въ треугольник можеть быть ТОлько одинъ 
нрямой и одинъ туной утолъ (см. $ 06 и 67). | 

107. Слвдетые 2. Еели два угла въ треугольннЁВ известны, то трет ай 

оиредфлится, к гда изъ двухъ будеть вычтена сумма извЪетныхь двухъ 
углов. Пусть ХА —/34, ХВ уа, то ДС—2 а—(°/з4- Уз4)= 4. 
108. Ствдетые 3. Въ равнобедренномъ треугольник достаточно знать 
Эдинъ уголь, чтобъ опредфлить остальные углы. Пусть {черт. 33). 
ГАИ, и ИВ 4; въ такомъ случа 

КА-НИС =? 4—4; 4=8% 4 

ИЛИ 2 ХА —=5/51 

и и 
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Если же одинъ изъ равныхъ углопъ извфотент., то и другой изветент. 
а посему третй опредфлитея, когда вычтемт изъ еуммы вефхъ углов. 
то есть изъ двухъ прамыхъ, извфетный уголь дважды взатый. 

109. СаЪдетые 4. Въ прамоугольномъ треугольник сумма ДвухЪ ост: 
рыхъ равна прямому. 

Слфдстые 5. Въ равностороннемъ трехгольнякВ углы ноетоянной в 
дичины, потому что вс три угла, выЪфеть взятые. равняются постоянно! 
суми5, то есть двумъ прямымъ, и посему каждый равепъ ** /. 


Х. 0 многоугольникахъ. 


110. Мы занимались до сихь поръ разсматривашемъ только Такит 
фигуръ, которыя составлены тремя прямыми: но идоскести могутъ быт 
отраничяваемы и болышимъ чнеломъ ирямыхъ, в таковыя фигуры наз 
ваются многоугольниками Еели фигуры составлены четырьмя прямых 
то он получають наименоваше четыреугольниковь, потому что чета 
ре прямых, своимн соединешями, образуютъ четыре угда. 

111. Очевидно, что стороны и углы четыреугольниковь могуть быт 
весьма различны. и посему н четыреугодьники быпають различных 
родовъ. 

112. На данной прямой АВ (черт. 60) построим ХСАВ при той 
А, а при точкЪ В угодъ АВО и, отдоживъ на сторовахъ угловъ прям’ 
АС и ТВ, соединимъ точки С и Л) прямою СР. Твенмъ образом сост 
вится, четыреугольникъ. ЛВОС, который получаеть назнаше неправил! 
пало, если въ немъ нфтъ паралдельныхь сторонъ, 

113. Еели бы же къ прямой ЛВ (черт. 61) преведена была АС п 
какимъ нибудь углом САВ, и иотомъ иаъ точки С прямая СП | АВ 
наконенъ ПВ была бы не параллельна къ АС, то таковой четыреуголи 
НИКЪ называютея трапещею. . 

114. ели къ прамой АВ (черт. 62) зъ точкв А проведем ипряхй 
АР ‚подъ косымъ угломъ РАВ; инотомъ изъ точки ) онящеиЪ ДуГУ 7 
радлусомъ ‚равным АВ, а изъ точки В дугу ш радусомъ разиыыъ № 
и соединимъ точку пересфчешя С съ Г] и В прямыми ПС я ВС, то сх 
Тавимъ ‚ четыреугодьникъ,. въ которомт противолежания: стороны ПС! 
ВС, АР и ВС равны, и ДВА данной величины. Такъ какъ 0С==А 
АРС, то по $ 101 также С || АВ, АВ | ВС, и таковой четыреуго”" 
нимя, вт которомь противолежация второны параллельны, назыв 
ется параллеллраммом, ‚ 8 и у 

Въ ипараллелограммв не только противолежатйя стороны равны, 1 
также и противолежане углы: наприм. ХА я (черт. 62), поте 
что ДАИт ($ 103) и Ия ривенъ Тому же углу т (< 30). 


115. Рели уголь РАВ, можду неравными сторооами заключающие 


уетрый или тупой, то параллелограмъ получаетъ наименование косоуюла- 
наго (черт. 62); если же уголъ РАВ прямой, то въ такомъ случаф парал- 
лелограмъ называется ярямоуюльнымз или прямоугольником (черт. 63). 


Еели (черт. 93) /А прямой. то и ДВ прямой, потому что/А-- 
хВ=24 ($ 87`, по той же причинв и остальные углы Ш и С прямые; 
И такъ въ прямоутольникВ веф углы прямые. 


116. Если въ косоугольномъ израллелограммв прилежащя стороны 
АР и АВ положимъ равными, то веЪ четыре стороны должны быть рав- 
ны, и таковой параллелограмъ называется ромбомз (черт. 64). 

117. Еели же въ прямоугольник АВС (черт. 65) подожимъ приае- 
жания двЪ стороны равными, то въ такомъ случаЪ веф четыре стороны 
равны и таковой чешыреуольнииеь, вв котором весь четыре стороны, 
№ весь четыре узла равны между собою, именуется квадратом. 


118. Проч1е многоугольники, получаюние свои наименованя отъ чис- 
Ла внутреннихъ угловъ, въ пихъ находащихея, раздфаяются на яравилё- 
ные и неправиланые. Правильными  многоугольниками называются 
таме, въ козорыхь всъь стороны и всъ утлы равны; въ противныхъ слу- 
чаяхъ, то ееть когда не всв стороны и не веЪ углы равны, неправёль- 
ными. Чертежъ 66-Й предетавляеть правильный пятиугольникь, & чер- 
тежъ 67-Й неправильный шестиугельникъ. 


Для означешя многоугольника ставять буквы у вершины каждаго. ут- 


ла, ин выговариваютъ ихъ по порядку. 


119. Во всякомъ многоугольник, слфд. и въ четыреугольникв, можно 
принять всякую сторону за основане. 


Прямая СВ (черт. 61 и 67), соединяющая вершины двухЪ ЕАКИХЪ ки- 
будь угловъ, не лежащихъ на одной сторонф многоугольника, называется 
дзагональю. 

120. Во всякомь параллелограммъ: 1) длагональ дълитз его на 
два равныхь треуесльника, 2) дилюнали дълятся пополамз. 

1. Въ данномъ паралделограммь АВСР (черт. 68) дагональ АС дВ- 
лить его на два равныхъ треугольника, потому что АВ—=СО ВС—АБ, 
и АС-АС (3 54). 

2, Что АС дБлить дагональ ВО на дв равныя части въ точЕБ О, 
и сама длится поноламъ, это едбдуеть изъ равенства треуг. ВОС и 
АОП. Треугольники же равны ($ 58) нотому, что ВСЫАО, Да=/е, и 
ЕЙ. 

121. Вз прямоугольникахь дзалонали равны (черт. 69). Это явет- 
вуегь изъ равенства прямоугольныхь треугольниковь РАВ и СВА, въ 
которыхь РА-ВС, и АВ общая ($ 57), слБд. ОВ-=АС. 

122. Во всякомз многоуольникь сумма воьхе внутреннихь углов 
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равна двумь прямым узлам, взятымь столако разв, сколько сто- 
ронё 65 многоугольниять, безз четыретз прямыль. 

Пусть будетъ (черт. 70)данный многоугольникь АВСРЕЕ. Изъ точки 0, 
внутри ето произвольно взятой, проведемъ прямыя въ вершины вефхъ 
угловь ОА, ОВ, ОС.... Онф раздфлять многоугольникь на столько треу- 
ТОДЬНИЕОВЪ, СКОЛЬКО въ немъ сторонъ, нотому что на каждой сторон® 
поетроенъ треугольникъ. Для краткости означимъ число сторонъ буквою 
п, то въ такомъ случаЪ сумма угловъ всфхъ треугольниковъ будетъ рав- 
няться 24Жи, потому что сумма внутреннихъ угловъ каждаго треуголь- 
ника равна 24 ($ 105). Но углы треугольниковъ, лежапие вокругъ точЕи 
О не входять въ соетавъ угловъ многоугольника; елфд. если требуется 
опредфлить сумму внутреннихъ утлозъ многоугольника (которую осна- 
чимъ буквою №), стоить только изъ суммы вефхъ угловъ треугольниковъ 
те есть изъ 2 ДЖ» вычесть сумму угловъ, лежашихъ вокругъ точки 0, 
которая ($ 29)-—равна 44. И такъ мы и получимъ: 

№М2ахл- 44. 

123. Это выражене можеть быть замфнено другим, такъ какъ въ 
обоихъ членахъ второй части ‘уравненя. находимъ общаго множителя 
24; сл\д. 

И—2а (>), 
то есть сумма внутреннихь у1ловз миооуюольнина равняется дву 
прямымз угламь, умноженныме на число сторона 6безз двух. 

124. Изъ сего предложения слдуетъ, что 

сумма внутрен. угловъ въ 5-ник6—29Х 5—44—6Я 


› › › 26 › —24х6—49—8а 

» » » » 7 > —274Ж7—449—104 

» , > „» & » —2ажх $—49—=124 
и т. д, 


Если при томъ многоугольникн правильные, то каждый внутрений 


Уголь равняется суммЪ вефхь угловъ, раздфленной на число угловъ. 
Такъ 


каждый внутрен. уголь въ правильн. 5-ник% — 89 1559 
о 


» ) у » » — 84 из @ 
ё » =6 Г 

” > к у 7 Э т 18/79 

» » з ° п $ › —\ Е ==: ий 


125. Продолживъ стороны ‘многоугольника (черт. 70), т ‚уг 
этими продолженями и придежащими сторонами, которые, какъ и № 
треугольннкахъ, называютея внъшними. Очевидно, что каждый ван 
со внутреннимт, съ нимъ смежнымь угломъ, еоставаяють два прямых» 
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угла ($ 26); ‘елВд. ве вишни ‘20 вофми' внутреннеми: ий сумма: вит 


нихъ утловъ (которую означимь. чрезъ №) св суммою Знугреннихъ ‘рав-’ 


няются 24, взятыхь столько разъ, еколько угловъ внутреннихь Яли 
сколько о то есть д разъ И таъъ, 

У —24Жи 

| У—Зажи-—44- 


едЪд. №—44. 
то есть сумма вст виъшнихв /‘ловз, _в0 вслкомз мнозоуольният, 
равняется четыремз прямымо. 

Если данный многоугольникъ АВССЕЕ (черт. 70’) имфетъ уголь вхо- 
дяшй С, то сумма внутреннихъ угловъ также равняетея 24, умножен- 
НЫМЪ НА ЧИСЛО, ‚еторонъ безъ четырехъ . Въ этомъ легко убъдитьея, 
употребивъ тоже самое доказательство, т. е., проведя изъ какой нибудь 
точки, внутри его взятой, прямыя въ а угловъ. Но сумма вифи- 
нихъ угловъ измфнится, въ чемъ также не трудно увфриться. Согдинивъ 


но $ 122 


‘точки Си Е, ностроимъ многоугольникъ АВСЕЕ безъ входящихъ угловъ; . 


и посему сумма его внфшиихъ угловъ: . 
о-а-- Г ССЕН-- К ЕСГ—44. 
Но чтобъ получить сумму ВнЪшнихь угловъ даннаго мнотоугодьн. АВССЕЕ, 


сафдуеть еще къ ннмъ прибавить углы п, 0, К; а какь и оаа, 


то сумма внфшнихь угловъ даннаго многоуг. со однимь входящимъ 
угаомъ равняется 44-24. 
Такимъ. же образомъ можно вывеети, что. сумма внФшнихъ утловъ 
многоуг. АВСОЕЕСН (черт. 70”) съ двумя входящими углами равняется 
44-242, и т. д. Изъ всего же сказаннато можно заключить, что сумма 
внЪфшнихь угловъ многоугольника, имъюшаго. # входящих угловъ, рав- 
няется 47-20, т. е., для опредфленя суммы вифинихь углов въ 
многоугольниЕф 60 входящими углами, елфдуеть только къ 44 прибавить 
«только разь 24, сколько входящихъ угловъ. 


Глава М. 
О БАРА а. 
1. 0 хордахъ, сёкущихь и каейтельныхъ. 


126. Бъ $ 18 уже замфченой что въ первоначальной Геометри разема- 
тризается изъ кривыхъ лин только проетъйшая. назызаемыя 7))/1060ю 

или окружностью, и которой свойство соетоять въ томъ, что веЪ ея точки 

находятся въ равномъ разстоян!и отъ точки внутри ея взятой, назытае- 
мой центром. 





— 40.— 


Мзъ этого опредфдены, очевидно , елфдуеть, ‚то. деф крутовыя лини 
или два круга раваы, есди ихъ радусы равны, и что они могутъ 60в- 
иъщаться, и их я ты 

Такъ какъ всф точки круговой лини находятся въ равномъ разетояни 
оть ихъ центра, то изъ того слфдуеть, что прямая можеть переефчь 
овружность ТОЛЬКО ВЪ ДВУХЪ ТОЧкахъ, потому что еслибъ она имфла три 
ошия точки съ окружноетио, то наъ пентра ироведенныя къ нимъ три 
прямыя были бы равны. Но изъ одной точки ($ 45) къ данной прямой 
можно провести только дв$ равныя нрямыя; с1Ъд. прямая еъ окружноетью 
болве двухъ общихъ точекь имфть ие можеть, то есть прямал не“ мо- 
жетз перевъчь опружности болье нежели, въ двухь точкатв. 

Прямая АВ (черт. 91), нроходящая чрезъ центръ круга С, и гоединя- 
ющая двФ точки окружчости, называется поперечникомз или дзаметромг. 

127.`23ъ опредфлешя круговой лини слфдуетъ, что баметуз разот- 
ллетз окружность и кругь на двь равныя части. Предетавимь ` се 
(черт. 71), чо кругь АйВ согнуть вдоль даметра, и верхняя ‚часть 
положена на пижнюю, н что какая нибудь точка # верхней дуги упала 
внф нижней дуги въ точку 5. Прямая Ос, соединяющая центръ съ © 
бодфе прамой О, елд. точка $, далфе отстоить отъ центра О нежели 
точка 7, а посему и точка # находилась бы въ большемъ разстояши 
нежели 77, что быть не можеть. И такь ве точки верхней дуги должны 
совиадать съ точками нижней, и посему дуги должны быть равны. А 
какъ он 0бЪ, выбетв взятыя, составляют цфлую окружность, то каждая 
иИзЪ нихъ равняется подовинв окружноети, и по сей причин$ называется 
нолуокружноетью. | 


128. Изъ того же свойства окружности слфдуетъ, что вз одном крут, 


ил : авки: 
4 двухз равных „ругал, равныя дум стягиваются равными 


хордами, и на сборотг. 

Пусть (черт. 72) радусь АС=ЕО, и_АР—=_ ЕС. Такь какъ радиуеы 
равны, и АОН совмфетится съ вругомъ ЕмС, ебли центры совиа- 
дають. вели ирнтомъ первый кругь наложенъ на другой такъ, чтобы и 


_ А совыфщалаеь съ Е, то дуга АР совнадетъ сь_Е@, но причин® их 


о и едЪд. точка О унадеть въ С, а носему и хорда АД закроеть 
совершенно хорду ЕС, потому что между двумя точками Е и С толь 
одну ирямую провести можно. 


Обратно, если при равнить раддусахь хорды равны, то ст язивае- 
мыл ими душ равны. 

Пусть (черт. 72) хорда АО=хордф Еб. Шо условю АС—ЕО, 2О—= 
ОС, АР-ЕС: елвл, Л АСГ=ЛЕОС; & изъ сего равенства сдЪдуеть, 
что и уголь АСР=/О. И тацъ, если кругь АОН цоложимь на вруть 
Ет@ таБъ, чтобы радуеь АС совыфетнлея съ радуеомъ ЕО, то но р 


венетву угловъ Абр. и О ражусь СР закроеть. ОС, и точка О упадетъ. 
въ @. Еели же двЪ крайн!я точки дуги АЮ совиадаютъ съ крайними 
точками дуги ЕС, 19.и самыя дуги ($ 127) совнадаютъ, но сему равны. 

(лфдетве. Еели хорды равны, то стягиваемыя дуги’ равны, и углы 
при центрф, еоставаенные радтусами, проведенными чрезъ крайшя течки 
дуги, также равны. 

129. Вз одномё и томъ же, или в двухь равнытз крузахз, большая. 
дуза (если только дузи менте полускружноети) ст язивается большею 
жордою. ие 

‚Пусть (черт. 72) радуеь Аб=ЕО и_АяН>__Етих. Отложимъ на 
большей дугБ АйН дугв Ал0=_Етб, то хорда АР =ЕС. Проведя 
радуеы ОБ и СН, чеоставимъ два треугольника АСЬ и АСН, въ 
которыхъ находится но двЪ равныхъ стороны, и ХАСН, составленный 
прямыми АС и СН. болфе / АСУ, составленнаго прамыми АС и СО(568); сл. 
третья сторона АН болфе третьей сторовы АП равнойСЕ; и такъ и проч. 

‚ 130 Обратно: если положимъ, что хорда АН>ЕС, то въ такомЪ едучав 


($ 69) изъ т5хъ же треугольниковь АСО и АСН будеть слфдовать, что. 


ХАОН блю ХАСО, а повему чрезъ паложене дохажемъ, что— АН 00- 
1%е-—АР или равной ей ЕС. 

_`Иримтьчанле. Мы цолагали, что дуги, которыя были сравниваемы, 
менфе полуокружности. Если бы были взяты дуги боле полуокружнссти, 
то въ такомь случаз хорды уменымились бы съ увеличешемъ дугъ и 
обратно. 

Хорда вседа болжна быть менъе ббаметра, хотя дуга в сдфаалаеь 
бы боле окружноети. И въ самомъ дБлЬ всегда изъ данной хорды АВ 
(черт, 73) и рамусовъ АС и СВ, проведенныхъ чрезъ ея конечныя точки, 
можно составить треугольникъ АСВ, въ которомъ сумма двухъ сторонЪ 
АС и СВ болЪе хорды АВ; но АС-+-СВ равны даметру; ел. Маметръ 
бодфе всякой хорды АВ. 

131. Радусв СО (черт. 73) проведенный перпендикулярно кз хорд 
АВ дълитз торду и стяливаемую ею дуиу АШВ пополам. 

[. АС—СВ, СЕ общая, /АЕС-—ВЕС какъ прямые, ©1484. (8 70) Л 
АЕС—=/\ СЕВ; изъ равенства же треугольниковъ слёдуетъ, что АЕ 
ЕВ; т. е. въ точкЬ Е дфлится хорда АВ пополамъ. 

ПН. Изъ равенства тфхь же треугольниковъ сдфдуетъь также что ДАСЕ 
—= ВСЕ: если же эти углы равны, то и_АЮ=_ ПВ ($ 72). И таБъ 
радусъ СО дзлитъ я_АОВ въ точкВ О нополамъ. 

Примпчане. Центрь С, средина Е хорды АВ и средина дуги, 
стягиваемой хорлою АВ. суть три точки лежапуя на одной прамой, пер- 
пендикулярной къ хордё. Но какъь двухъ точекь достаточно для оире- 
дБленя положеня прямой, то изъ того и слёдуетъ, что всякая праная, 





ее ЗО Еы 


проходящая чрезь двЪ изъ. означенныхь то 
и чрезъ третью и будетъ периендикуляр 


132. Обратно: перпендихулярзь ЕС, возс 


#35 ея средины Е, проходить чрез центре (. 
находятся въ равныхь разетоянять оть 


ВеЪ точки перпендикуляра СЕ 


А иВ ($ 45), нон центръ круга н 


чекъ, ‘проходит. 
на`кЪъ хордё. 


тановленный ть хорд АВ 


зы 


непрен ни 


аходител также въ равныхъ разетоянить 


©ТЪ ТЬхЪ же точекъ, лЪд. центръ долженъ быть на прямой СЕ, и 6С 
продолженная до окружности, будетъ д1аметромъ. 


133. Изъ иоелфдняго предложеня выводитея весьма, 
натодить центрь #рузч: стоитъ то. 
АВ (черт. 73), изъ средины ея возет 


проето 


Й способ 


лько ировести какую нибудь хорд} 
авить перпендикуляръ ЕО, продол 


ЖИТЬ его до окружности, п раздфлить поподамъ. Средина С будеть искомый 


центръ. 


ности, и посему центръ долженъ 
возстановленномъ изъ средины Е 
возстановленномъ изъ средины Пр 
ихъ пересфченя О. 


Повърка. АО равна ВО, какъ 


основаня периендякуляра; но той же причин В 
находится въ равномъ разстояи отъ точекъ А, 


изъ точки О опишенъ окружноет 
детЪ чрезъ данныя три точки. 





бы находилея не въ равномъ разстоянн оть д 
Также не трудно УбЪдиться въ томъ, 


окружности, проходящей чрезъ В 


ро, возставленномъ изъ средины хорды Ва; 
ности находился бы на ДВУХЪ пернендикулярах 
пересфкаютея въ одной ТОЧЕЪ, слЪд. вторая 


находиться каКЪ 


хорды АВ, такъ и 


на пернендикулярь. 


на перпендикудяр?, 


хорды БС; елЪд додженъ быть въ точ 


наклонныя ($ 45) 


ь рад1усомъ, равнымъ 


и С находилея бы на пе 


: предполасае 


равноудаляю 


ЩЯСЯ 075 


09—00; сльд. точка 0 


В и С, посему ебли 


А0, то она, прой- 


рой, нрелполатаемой 
риендикуляр$ 
И ТАБЪ центръ второй окруж- 
ъ ЕО и:0р. Но дВЪ прямыя 
мая окружность 


136. И такъ двЪ окружности не могутъ имфть трехъ общихь точекъ, 
не совыфщаясь совершенно; & носемуд вЪ окружности могутъ пересъфаться 
Только въ двухъ точкахъ. | 

137. Двъ равныя хорды находятся вз равныхь разстоянтять — 
центра; а изз свухз неравных хордь меньшая далъе отстоить в 
центра. | 

Г. Пусть (черт. 75) хорда АВ-ПЕ. Периендикуляры С(т, т и р 
С, проведенные къ даннымъ хордамъ, означають ихъ а 
центра. Соединивъ центръь С бъ Аир вез СА и о 
два равныхъ ирямоугольныхь треугольника АСС и СОК ($ 71), потому 
что СА=СО, какъ радуевы, и Аб-ОЕ, какъ Ноловины ‚равныхь хордъ. 
Изъ равенства же треутольниковъ слфдуетъ, что О 

П. Ноложимъ что АВ<ПН; изь этего услоня ($ 130) сл$дуетъ, м и 
—АяВ < ТЕН. Носему на дуг5 РЕН можно отложить дугу РЕ р 
ду АтВ. Проведя хорду ПЕ, опустимъ на нее изь центра периенднеу- 
ляръ СТ, для опредфлешя разстояшя хордъ отъ центра. 

СЕ>СК ($ 8 акс. 1, а СК>С! ($ 44); 


елЪд. СЕ>СГ 
но СРг=сп, 
г е\д. С@> С 


то есть, изъ двухъ не равныхь хордъ меньцая ЛВ далфе отстоитъ отъ 
центра нежели большая. 
| На Прододженная хорда АВ (черт, 76), И Щ а 
двухъ точкахъ, называется сьхущею. Еели метАнНЫ : се в : т 
щая АО движется около одной точки пересфченя А т и ее 
удаляться отъ центра, то разстояще между точками и — и 
уменьшаться, потому что ТЬмъ менфе хорда, ия в ев 
<Ъкущей, чфмъ далфе отстоитъ оть центра. Еели о. о 
дальнЪйиемъ движени разстояне между АиВ а В УНн в 
Тогда 06 точки совпадутъ, и сВкущая АП не будетъ а ы а 
<мыелЪ пересЪкать окружность, а только касаться ея въ од 
Н тогда онз называется хасательною. . р 
139. Перпендижуляув АВ (черт. 17, и 
СА, 65 конечной точить А, есть хасательная въ ое за 
Въ самомъ дълЪ, всякая точка Е, взатая на Е м пендикудяра 
окружноети. потому что СЕ, какъ наклонная, т — _ не _. 
АС, и е1д. точка Е далфе отстоить отъ Е и + окружности. 
Жить на окружности. Если же веякая точка Е и и 
То очевидно, что АВ, имя только одну точку общую © 
будеть касательною, 








140. И такъ, чтобы провести касательную, хз окружности чрез 
данную точку А слфдуетъ только данную точку А соединить съ цент- 
ромъ С, и къ радтусу возетавить пернендикудярь, который и будеть 
‘требуемая касательная. Какимъ образомъ проводится нериендикуляръ, будеть 
ниже показано (3 181). 

141. Ез данной окружности чрезз данную точку А можно про- 
вести только одну пасательную АВ (черт. 78). 

Положимъ, что сверхь АВ можно провести другую прямую АС, которая 
касалаеь бы окружности. АС перпендикудярна къ АВ, слёд. къ Аб будеть 
навлонна, посему изъ С можно опустить на АС периендикуляръ СЕ, 
который будетъ короче АС, и слфд. точка Е будетъ менфе отстоять оть 
С нежели А, Но А находится на окружности, слфд. Е находилась бы 
внутри окружности. Н тавкъ предполагаемая касательная АС входила бы 
внутрь окружности, и была бы сфкущею. 

142. Сл6детве. Касалельная АВ должна быть церпендикулярна къ рад! 
усу, проведенному черезь точку касашя. Вели бы АВ не была периенди- 
хулярна къ рад!усу АС то изъ точки А можно бы было провести другую 
Линию, пернендикулярную къ АС, которая по $ 139 была бы каеатедьною 
кь кругу; слфд. были бы дв каеательныя, проведенныя къ окружности 
чрезъ одну и ту же точку А. Но какъ сего допустить не можно, то по- 
<ему касательная не можеть не быть перпендикулярною къ радтусу АС. 

143. Между двумя параллельными прямими лежащая дули равны. 

ЗдЪеь могутъ быть три случая: 

1. Когда данныя прямыя суть хорды или сфкущя; напр. АВирЕ (черт. 79). 

Изъ центра С опустимъ перпендикулярь СЁ ня хорду ПЕ, то эта 4 
прямая также периендикулярна къ АВ ($90); и посему, если будетъ продол- 
жена до пересченя съ окружностью, раздфлить въ точкь Н, какъ дут 
РНЕ, такъ и дугу АНВ, на двъ равныя части, то есть. 

-рАН=_ЕВН 
и_АН—_ НВ 
16. _ПАН— АН=_ЕВН— ИВ. 
или_ПА— ЕВ. 

144. Ц. Одна изъ данныхь прямыхъ можеть быт 
касательною КГ. 

ь Е — Н проведемь радуусь СН, то онъ будеть ($ 139) 
Уляръ въ касательной КГ, а носему и къ параллельной ей хордЪ 


РЕ ($ 90); а изъ этаго слёдуеть, что 
. , РНЕ оазд% въ 
равныя части ОН и НЕ, то есть аздфлитея зъ Н над 


ралчельныя прамыя могутъ быть касательными 


ь хордою РЕ, а другая 


145, Ш. 065 даиныя па 
КЕ н МУ. 


Проведя хорду РЕ параллельно къ касательной КГ, слёд. И кз каса- 
тельной ММ ($ 99), нолучимъ ло $ 131 г. 
, _ОН=_НЕ 
и = = 
селд,._ОН-+ = НЕ-+ 1 
или_Н—= НЕ. 
А кажъ 0бЪ вмфетф соетавляютъ ифлую оружность, то кеждая изь НИхЪ 
равна полуокружноети. . в ыы 


П 06ь углахъ, вписанныхъ Въ вкруг%. 


146. Въ кругБ проводимыя прямыя могуть нересфкаться кабъ внутри 
такь и внЪ его, и посему составляютъ различные углы но ихъ положенаю. 
Такъ напримЪръ двЪ хорды, или явё сфкупия могуть пересфкатьея въ 
пентрь и составлять утолъ, коего вершина въ центрф, или ветрфчаются 
на окружноети и въ такомъ случа®: уголъ, ими составляемый, называется 
угломь вписаннымь. Также’ могутъ быть составлены углы, коихь вер- 
шины находятся внЪ круга или внутри его, между центромъ и окруж- 
ностю. Раземотримъ, чёмъ изифряются таковые углы. 

147. Въ 5 39 объяснено, что уголъ измфряется дугою, ваключающеюся 
между его боками, и описанною изъ его вершины произвольнымъ радуу- 
сом. И такъ мЪра угла АСВ. (чеот. 80) будетъ дуга АяВ потому что дуга 
АяВ за ключается между сторонами его АС и ВС, и описана радусомъ АС. 

148- Положимъ теперь, что уголъ составленъ двумя хордами, вотрёчаю- 
шимися на окружноети, и найдемъ, въ какомъ отношени онъ находится 
ЕЪ углу, имфющему вершину въ центр, и заключающему между свонии 
сторонами туже самую дугу. 

Здфеь могутъ быть три случая: 

149. Т. Когда (черт. 81) одна сторона РВ даниаго угла АРВ проходит 
чрезъ центръ С. | 

ХАСВ= / САБ /СБА (5 104) 
к но /САО==/СРА (5 60); 
ср. / АСВ—2 /СОА 
и посему ХСБА= /АСВ=У2—АяВ, 

150. П. Когда (черт. 82) центръь С находится между сторонами АР 
и РВ даннаго угла АРВ. .: 

Проведя д1аметръ ОЕ. будемъ имЪть: 

ХАСЕ=2 /АБЕ (5 149) 
ХВСЕ?/ВОЕ 
елёд. ХАСЕ-+ ВСЕ /АРЕ--9 ХВВЕ=8( / АБЕ- ХВБЕ). 
или / АСВ? /АШВ 
и посему /АБВ=! / АСВ _ АЕБ. 





‚ 157. Если мы ©ебв представимъ, что (черт. 69) еБжущая АБ будетъ 
Проведя ламетръ ОЕ и радтеы АС и ВС, получинъ: обращаться около точки В, и если въ то же время она удаляется оть 
АСЕ? ГАПЕ ($ 49), Вр, то ХВБА увеличится, & вифет® съ нимъ и дуга ВЕ, и виродол- 

/ВСЕ=Я /ВОЕ женши всего предиолагаемаго движен1я, ВЕ ($ 151) будетъ служить м$- 

слЁд. АСЕ— ИВСЕ-- РАБЕ— рою углу ВрА. Еели наконець сЪфкущая сдфлается касательною, то въ 
ы ИЛИ а ВО) тоже время дуга ВЕ сдЪлается. дугою ВЕБ, и посему мьра угла ВОС, 

с451. ХАБВЕУ ХАСВИв АВ. составленнаго хордою ВПО, и пасательною П@, измърястся полови- 


ноЮ. дуги стягиваемой хордот. 
И такъ во веъхъ трехъ случаяхъ было выведено, что У 1олё АВ, имъю - у Р 


, ВЪ этомъ можно удостовЪриться еще другимъ епособомъ: для сего про- 
и вершину на кружности. в мъряется половиной 
о ее яется половиной душ, заклю- ведемъ чрезъь точку касашя О дламетръ ОЕ, тогда уголь СПЕ ($ 142) 
чающейся межу 10 сторонами. ° } 1 г м 


; будеть прямой, а посему измфряется четвертью окружности, или ноло- 
152 Олвдетне 1. Веф углы (черт. 85) АВЕ, АСЕ, АПЕ... впиеанные въ Е м Е ь . 7) 
ы [ ’ . 


151. Ш. Котда центръ С (черт. 83) лежить внЪ сторонъ угла АБВ. 


круг . 
а т т А ОЙ Жо ДЛ АЕ, равиш между собой, данный ДСОВ-60К— ДВЬЕ 
ну и туже мЪфру, и именно, половину дуги АлЕ. — 1, ЕВО—/—ВЕ 
153. Слвдетвие 2. Ве вписанные углы АПВ, АСВ (черт. 86), стоящие т. -ЕВЬ— ВЕ) 
ЕЪ концах даметра, должны быть прямне, потому что изифряются поло- и 5. ВЕР 
виною дуги АмВ, то есть половиною полуокружности, иди четвертью . 
окружноети ($: 149), Ш. 0 прямолинейныхь фигурахъ, вписанныхь въ круг%, 
Г. Ва побдбднень паратраь основано решен слЪдующей задачи: | и описанныхь около него. 


Кв банной прямой РЕ (черт. 84) возставилть перпендикулярз из ея 
жонечной точки П. Для сего Нужно только изъ произвольной точки С Ре еб Бо ее 


описать окружность такъ чтобы она проходила чрез данную точку Ри на окружности, называется виисанною въ круг; если же всф ея еторо- 
переефкала бы данную прямую РЕ еще въ. какой нибудь точек А. Шро- НО ВИЗТСЯ Чкружности одною точкою,. 10. това ‘фигтра. пазываеся 
ведя чрезь А даметрь, слёдуеть только точку переобчене В соединить О®%банною. 

<Ъ данною точкою Р прамою ВО, которая и будеть требуемый перненди- 159. Очевидно; что весьма легко вписывать прямолинейныя фигуры въ. 
куляръ, потому что / АЪВ, по 5 153, есть уголь прямой, . круг, если не сдьлано никакихъ особыхъ условй. Напримфръ, чтобы въ 





155 Чтобъ опредълить иЪру о хруг ` лько взять какя нибудь три точ- 

{ У У7ла ПАС (черт. 87), составлен _ круг вписать треугольникъ, стоитъ то } 
внутри круга пересфкающимися, прямыми АВ И ы стонтъ и А Е р 
вести хорду АК и тогда получимъ; ’ : р СА, которыя и составять требуемый треугольникь АВС, потому что 
АПВ /РАЕ-- ИАЕР $ 104), вершины его будуть лежать на окружности. Бели же чрезь данных три 
= _ЕВ- И» АС ($151, точки на окружности проведемъ касательныя ОЕ, ЕЕ, ЕР, до взаимна- 


го пересфченя, то и составится описанный треугольникъ ОКЕ. Такимъ 
же образомъ виисывается и описывается всяк! многоугольникъ, если не 
сдфлано особенныхъ условй, опредфляющихъ его форму. 

160. Обратныя задачи уже не такъ просты, и, какъь мы увидимъ, не 
всегда возможны, то есть не около всякаго многоугольника можно оля- 
вать или внисать въ немъ окружность. 

Танф какъ чрезъ данныя три точки, нележания на одной прамой, всег- 
Да можно описать окружность, то изъ того и сафдуетъ, что и охоло 
всяхаю треузольника можно ойисашь окружность, потому что вер- 
‚ заплючающится меж- шины его трехъ углов ве находятся на одной прямой, и нобему епо- 

606ъ изложенный въ $ 134, можеть быть прииЪненъ къ рышен!ю этой задачи. 


то веть мтра угла, имъющало вершину 
костию, есть полусумма дут затлюча 
и ить продолженгями. 

156. Чтобы найти мфру угла АВ 
ВН круга пересфкающимися, п 
и тогда будемъ иифть: 

хАВО= АЕС— ИЕДВ ($ 104) 
Аб ОЕ = 


между центромь и окруж- 
чающихея между ео сторонами 


С (черт. 88), соетавленнаго ДВУМЯ, 
рямыми АВи ВС, проведемъ хорду АЕ, 


окружности, иметь мпрою полуразность дуг 
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161. Положимъ теперь. что требуется въ ВЫ т ивугощьни кт вли. 
т 5 НГ/0б. 

и и 91) будеть АРС лачнай т пусть о 
уже. рышена, то есть ирчмеит. что С ееть ИИ комаго ен 
РЕП искомая окружность я К, 0. Е. точки гаеаия. Соехяпяут я 

О и ОР. ОЕ. ОЕ. Прамыя ОБ. ОЕ. ОР, спо 8 18 
певтромъ прямыу : | р: 
были бы перпендикулярны къ АВ. ‹ р п АС. Изь а т 
равенства прямыхъ Ор. ОЕ. ОЕ. $ РН. по нь пентра | г 
н В прямыми ОА п ОВ. едфдовало ба равенство треугольнихогр 
ПАО. ОРВ и ОВЕ: а изъ этяхЪ двУхЪ рапенетят можт бы ‘би нии й 
что ИТ. и Хр то “ть пряммя АО и ОВ. в т 
хоторыть натодитея цеитрь искомаго трута. раздъляют?» 0ва у» 
Занкнй1о треугольника на двт равныя части. 

Повфримъ это. Пусть АО и ВО дфлятъ углы А и В пополам: то От 
Ит=ит. Ир 9. Изь точки пореефчемя О проведемъ прямыя 0’ 
ОГ. ОЕ перпендикулярно къ сторонамъ даннаго /. АВС; тогда пои 
чимъ, что ($ 70) А А00=/, АОЕ, а А 9ВЬ=А ОВЕ. Из рапенет 
ва же треугольниховъ слёдуеть, что ОЕ = 0, и 000 = ОХ, 10 ет 
ОРОр=ОЕ. И такъ. сели одну ножку пиркуля поставимъ въ 0.! 
опишемъ кругь радусомт, равнымъ ОГ. то окружность пройдеть че’ 
точки 0, Р, Е: и какъ ($ 139) рамусы ОБ, ОК, ОЕ перпендихулари 
КЪ АВ, АС и ВС, то посему посздня прямыя будуть касутельныя; с1%) 
Д. АВС будетъ описанный. 

162. Такъ какъ три точки совершенно опредфляють положение окру® 
ностя, то изъ этого и яветвуеть, что не около каждаго иногоугозьняе 
всегда можно описать кругЪ. Чрезъ данныя три вершины даннаго и 
тоугольника всегда можно описать окружность; но будетъ ля она пи 
дить чрез остальныя веррины, это зависить оть ихъ положения. 

Также очевидно, что не во всякомъ иПОгОуГОдьНЯхВ Можно ВПИСТ 
окружность. Мы тотчасъ увидимт, что правильные иногоугольникя (* 


ставляютт исключене, то есть каЕЪ около нихъ всегда можно опис 
кругЪ, такъ и вписать ВЪ НИХЪ. 





163. Охоло всякаю правильнало мнооулояьника можно описай 
врут. ° 

Нусть будеть АВСЛЕ (черт. 92) данной правильный иногоугольняй 
и точка О центръ окружноети, проходящей чрезъ А. В, С ($ 134% № 
буется доказать, что эта окружноеть пройдет и чрезь остальныя яерт 
ны Г, Е... то @СТЬ, Что эти точки находятся отъ центра О въ таке 
же разстоянти какъ и А, В, С. Лля сю от О опустяит периендий 
ляръ ОЕ на сторону ВС, и проведемъ радусы ЛО и ОР, Потомъ ие 
ставим ссб$, что четыреугольниь ДОКВ наложент на, четьреутгольний 


= = 


ОРСР такъ, чтобы ОЕ осталась на своемъ мЪеть, то по причин$ равен- 
ства прямытъ угловъ ОЕВ и ОЕС, ЕВ упадаеть на ЕС, и по равенству 
ее совершенно закроетъ, то есть В совпадетъ съ С. По равенству угловъ 
Вя С сторона АВ упадеть на СО и, по причин$ ихъ равенства, точка 
А совмфетится съ 0, и посему АО совпадетъ съ 00 ($ 11} и слбд. ей 
будетъ равна. Точно также докажемъ, что и остальныя точки Е.. ВЪ та- 
хомъ же разетояи отъ О какъ и точка А. Н такъ окружность пройдетъ 
трезъ вс вертины утловъ, ‹лфд. будет описана около мНОтОУГОЛЬника. 


_ 164. Очевидно, что веБ стороны правильнаго многоугольника АВС 
(черт. 93). вписаннаго въ круг, разсматриваемыя какъ сго хорды, нахо- 
‚лятся въ равном разетояни отъ центра, по причинЪ ихъ равенства ($ 
137). Изъ этого слфдуетъ, ато круть, описанный изь того же центра ра- 
дусомъ, равнымъ разетоянтю ОЕ, будетъ касаться средины ($ 137) каж- 
ДОЙ стороны: и какъ каждая сторона, какъ пернендикулярная къ раду- 
су, будетъ вмфетЪ и касательною, то кругъ ЕСН будетъ вписанный (черт. 93). 
Примъчаще. Около правильнаго многоугольника описанный кругь и 
въ немъ вписанный имъютъ обний центръ. Радуеъ круга вписаннаго 
также называется аловемою многоугольника. 
165. Гели правильный мкогоугольнихеь какого нибудь числа сто- 


Рон вписань вё круть, то можно и опислттв того же числа стороне 
правильный многоугольни»?. 


Пусть будеть а/с дег (черт. 94) иравильный многоугольникъ, вии- 
санный въ круг. Проведя ралуеы Оа, 06, 0г..... возставимъ въ точкахъ 


а, 1, с... периендикуляры къ нииъ КА, АВ, ВО....., которые ($ 189) 
будуть касательными къ окружности, и пзаимнымъ своимъ пересфченщемъ 


составятъ многоутольникъ Того же числа сторонъ; остается еще доказать, 


ЧТо этотъ многоугольникъ также будетъ правильный. 


Треугольники аАй, РВс. сСа ит. д. равны между собою ($ 58), пото- 
му что 96--(—04...., какъ стороны правильнаго многоугольника; углы 
№6 Ааб, Вба. Веб, Сб, Сас... равиы между собою нотому, что измфряются 
половиною равныхь дугъ (< 128 и $ 157), Изъ равенетва равнобедрен- 
ных треугольниковъ слфдуетт, 

1) Что ЧАЕАб—ВЬ—Ве-еСс--Са..... ; а изъ этого явствуетъ, что 
А6- (В—Ве- сб =Са-- ар... 

или АВ=ВО-СГ.... 
2) Изъ равенства тВхъ же тТреуготьниковъ слфдуетъ: 
‚ что ХаАб=- /бВе-еба.... 


И такъ многоугольникъ АВСРЕЕ, имфюЙ: равныя стороны и равные 


Утлы, долженъ быть правильный. 


166. Обратно: если описане охоло круга правильный многоугольниие, 
Геом. Буссе. 1 


а ре ре а о с > 





ая 


то по немз можно вписать правильный же мноюуюольниюь ти 
же числа сторонг. г. . | 

Пусть (черт. 94) АВСРЕЕ данный, описанный около круга, прави 
ный многоугольникъ. Соединивъ точки касаня д, В, с, Ц...., которыя с 
средины сторонъ АЕ, АВ, ВС, С...., какъ мы видфли въ $ 165, прямы 
аб, 6с, с4...., составимъ требуемый многоугольникь @ фбсаеЁ. 1 
тольники 44, ОВс, сС4.., равны, потому что имфютъ но. двЪ равны 
стороны, и сверхъ того углы, между ними заключающиеся, равны; 41 
сему и третьи стороны, аб, с, с4.... равны. Изъ равенства сторонъ и 
с, са... сяфдуеть равенство стятиваемыхъ дугъ аб, бе, с4.... а 10 
и углы абе, бе4, с4е...., какъ имфюпие вершины свои при окружност 
измфряющеся одинакимъ числомъ равныхъ дугъ, равны. И такъ мн 
угольникъ абс@е}, имфющИЙ стороны и углы равные, будетъ правильЕ 
И столькихь же сторонъ, какъ и описанный. —_ 

167. Изъ $ 165 слфдуеть, что для описывая правильных мно 
ГольНиковЪ около круга нужно только знать епособъ ихъ внисым 
Разсмотримъ сперва какимъ ‘образомъ эта задача рфшается въ отноше 
нФкоторыхь многоугольниковъ, и начнемъ съ самаго простфйшато при: 


Вписать въ данномъ круг правильный шестиугольниЕ 


Положимъ. что правильный (черт. 96) шестиугольникь АВСОЕЕ ! 
виисанъ; въ такомъ случаЪ дуги АВ, ВС, СП... должны быть ра’ 
между собою, потому что стятиваютея равными хордами, и посему # 
дая изъ нихъ равна 15 окружности, такъ какь всф вмЪет№ составляк 
цфлую окружность. Еели же дуга АВ равна 16 окружности, тои У" 
при центрф АОВ, составленный радусами, проходящими чрезъ конет 
точки дуги, равенъ \ четырехъ прямыхъ, или 2/3 прямаго. Для у" 
ОАВ и ОВА останется 1/3 4, и какь они равны между собою (' 
то важдый изъ нихь равенъ 2/3 4; слёд. въ треугольнихь АОВ вс: 
Угла должны быть равны, а посему н стороны также равны, то! 
АВ—=АО. И такъ сторона правильнаго шестиугольника, вписаний 
иручь, равна радусу; слЪд., чтобъ впиеать требуемый многоуголь! 
Должно ТОЛЬКО на окружности отлатать хорды, равны радиусу. 

Соединивъ хордами АС, СЕ, АЕ концы дугъ АВС, СЕ и ЕКА, 
коихъ каждая равна двойной дугЪ АВ, построимъ равноетороняй т 
ТОЛЬНИКЪ, ПОТОМУ ЧТо стороны его равны какъ хорды, стягиваюция 
ныя дуги. Н такъ, чтобы влисать в хругъ равностороннай трей 
кинь, стоить тольБо на окружности отложить хорды АВ, ВС, @ 


равныя радусу, и потомъ провести прямыя АС, СЕ, АЕ, соединя! 
концы двухь прилежащихь хордъ. 


5:52 


‘468. Рьшимъ еще одну задачу: вимсазь вё кругз правильный четы- 
реуюльниие, то есть квадратз (черт. 97). | г 

Иоложимъ, что четыреугольникь АВСР есть требуемый квадратъ. Въ 
такомъ сдучав хорды АП, ВС, СО, РА должны быть равны, а поеему и 
углы при центр» а, 0, с, 4, также раввы; но какъ сумма ихъ равна 44, 
то каждый изъ нихъ равенъ прямому; а посему маметры АС и ВО, про- 
ходяше чрезъь точки А, С, В, О, взаимно перпендикулярны. Изъ сего 
же слёдуеть, что стоить только провести два взаимно перпендйкуляр- 
ныхъ даметра АС и ВР, ин соединить точки пересЪченя съ окружности 
А, В, С, 2 ирямыми АВ, ВС, СО, РА, которыя и составять требуемый 
квадратъ. . 

Цовфрка. Хорды АВ, ВС, СО, РА равны, потому что противолежатъ 
равнымъ угламъ при центрЪ. Углы же РАВ, АВС, ВСО, СРА равны, 
потому что веЪ измфраются половиною полуокружности. Н такъ въ четы- 
реуголрникВ АВСО всЪ стороны и всф углы равны. 

169. Рьшевя задачъ, предложенныхь въ $$ 167 и 168, ведутъ къ рЪ- 
шеню слфдующаго общато вопроса: вписать в‹ крут правильный мно- 
зоугольнииь произвольнало числа сторонз. 

Въ $ 167 было уже объяенено, что дуги, стягиваемыя сторонами пра- 
вильнато шестиутольника и равносторонняго треугольника, составляютъ 
точно такую часть цфлой окружности, сколько сторонъ въ вписываемой 
правильной фигур; изъ этого яветвуеть, что для виисываюя какого-ли- 
бо -правильнаго многоугольника въ кругЪ, стонтъ только окружность раз- 
дЪлить на столько равныхъ частей, сколько въ немъ предиолагается сто- 
ронъ, и нотомъ соединить точки дфлешя прямыми лишями. Въ самому 


ДФлЪ, пусть окружность даннаго круга (черт. 106) раздфлена на я рав- 


ныхъ частей въ точкахъ А, В, Е, О... и точки дфлешя соединены пря- 
мыми АВ, ВЕ, ЕГ...,, то, [. ве эти прямыя равны между собою, пото- 
му что могуть быть приняты за хорды, стягивающИя равный дуги, и И. 
всЪ внутренне углы, такимъ образомъ построеннаго многоугольника 
АВЕО...., равны между собою, такъ какъ они измфряются, гакъ изъ черте- 
жа авствуетъ, равными дугами. ИМзъ сего же слфдуетъ, что многоутоль- 
никъ АВЕО...., долженъ быть правильнымъ, и имЪфетъ # сторонъ. 
Примъчанле. Еели соединимъ прямыми лнн!ями не послфдовательныя 
точки дфленя, но пропуская каждый разъ ло одной или дв и т. д. то- 
чекъ, то проведенными прямыми составятея особаго рода мноугольники. 
получающие назване правильныхь многоугольниковъ 2-го, 3-го... порядка, 
ИЛИ 3673000бразныхь мнооуольниковг. Положимъ, что "Еружность 
(черт. 107) раздьлена на 7 равныхъ частей въ точкахъ А, В. С. Г... и 
точка А соединена прямом ие съ В, а съ С, точка В не съ С, а съ 2 
НТ. д., то составитея многоут. АРВеСЯЮ..., имфюШ 7 внутренняхъ 


1+ 
+ 


равных Уовъ А/В, С. И входящих, таюже равныхь углов АБВ, 
Вес, Сар.., въ чемъ легко убфдитьея изъ самато чертежа; также не 
трудно доказать что многоутодьникь абс4е... правильный, п иметь столько 
`сторонъ, на сколько равныхъ частей раздфлена окружность. Сверхъ сего 
изъ чертежа можно увфриться, что правильный многоугольник 2-го по- 
рядка АаВЬСераЕе.... можеть быть составленъ, еели продолжимъ стор 
ны правильвато многоугольника абсае... до тъхъ поръ, пока он не пе: 
реефкутся въ точкахъ А, В, С, П....` 

(оединяя (черт. 107’) точки дфленя А, В, С, П.... прямыми, пропус 
кая каждый разъ двф послфдовательныя точки дфленя, построныъ пра- 
вильный многоугольникъ Аа’ВЬС... 3-го порядка. 

Подобнымъ же образомъ строятея правильные многоугольники я 4, 5-1 
ит. д. порядковъ; однакожь притомъ надобно заифтить, что число ит 
отраничено для каждаго многоугольника; наприм$ръ, самый проетьйши! 
правильный звЪэдообразный многоугольникь есть нятиугольный; и пра 
вильныхъ звфздообразныхь пятиугольниковъ можеть быть только один 
(черт. 107”). Тоже самое должно сказать и о правильныхь звздообра» 
ныхъ шестиутольникахь (черт. 107”), которые образуются двумя перес?- 
кающимися равностороннями треугольниками. Правильныхъ ” зв%здообра? 
НЫХЪ семиугольниковъ можеть быть только 2 и т. д. 


110. Задача. По данной сторон% правильнаго многоуголь 
чка, вписаннаго въ круг, вписать правильный многоу’ 
тольникъ, имющ вдвое боле сторонъ. 







Пусть аб (черт. 95) будетъ сторона какого нибудь правильнаго мно- 
оугольника, вииеаннаго въ крут, коего центръ въ О. Изъ О проведех? 
5Ъ хордь аб периендикуляръ ОЛ, который раздфлитъ хорду аб и 600" 
вътетвующую дугу на двЪ равныя части въ точкахь Рис (6 131 
Такъ какЪ дуга 0с вдвое менфе дуги а, то и должна заключаться № 
окружности вдвое боле разъ, нежели дуга аб; а посему и хорда @ 
можеть быть отложена въ окружности также вдвое болфе разъ нежет 
хорда аб. И такъ, отложивъ хорду ас на окружности, составимъ много! 
тольникъ, имъюний вдвое болфе раввыхъ между собою сторонъ, нежеи 
данный многоугольникъ. Осталось еще доказать, что и во внутрен 
его углы равны между собою. Положимъ что вебхъ сторонъ въ много’ 
гольникЪ (ас... будетъ п, а посему и окружность будеть разяфлена в 
п дуть, равныхъ (&==аА—ас... Внутренще углы Йа, Кас, асф.. им 


юшие свои вершины на окружности и стояш!е на равныхъ дутахЪ, пот" 


му что каждая изь нихъ равна дуг 0, или дуг ас, взятой (и м 
за), должны быть равны между собою. И ТАКЪ МНОГОУГОЛЬНИКЪ Дасд. 
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составленный не «ТодЬко. изъ равныхъ сторонъ, но имфюшИй веъ ‚углы 
равные, долженъ ‘быть правильный. 

171. Какдыя двз прилежания стороны правильнаго многоугольника 
Касбр...., (К и Ка, бодфе одной стороны (а правильнаго многоугольни- 
ка в потому что двф стороны треугольника взегда боле третьей. 
Изъ этого же слфдуетъ, что сумма вефхъ сторонъ или периметръ много- 
угольника Жасбр.... болфе периметра многоугольника (афли.... И такъ ие- 
фиметрь всяка10. правильнаго многоуольни ка, вписаннало въ пругъ 


менъе перчметра правильнао мноюуюльнияа, НОР 65 Томь. 


же круть и имъющало вдвое болъе сторонз. 

172. Поступая какъ показано въ $ 165, то есть проведя въ ‘вершины 
угловъ даннаго правильнаго многоугольника (аб... ражусы ОГ, Оа, 0%... 
и возставивъ къ нимъ периендикуляры 75, 79, 94...., ноетроимъ пра- 


ВИЛЬНЫЙ многоугольник 57'00{..., описанный окол) круга, и, имзюпий. 


столько же сторонъ какъ и данный м®гоугельникъ (абте, Такимъ же 
образомъ, проведя иерпендикуляры къ радусамъ, проведеннымъ въ вер- 
Нины угловъ многоугольника (асб.... построимъ правильный многоуголь- 
никъ ухиде..., который будетъ описанъ около круга и ииЪетъ столько 
же сторонъ какъ и многоуг. (асд.... и посему вдвое бодфе сторенъ не- 
жели описанный многоугольникъ 57е41.... Въ посафднемъ многоугольни- 
55 прямыя 00 и 90 составляють выфстЪ одну сторону многоугольника, 
потому что каждая изъ нихъ равна половннЪ стороны многоугольника. 
Прямыя же аа, 4, се, еб (такъ какъ каждая изъ нихъ равна половинь 
стороны многоуг. /2и4е....) веф четыре, вмфетБ взятыя, равны двумъ 
<сторонамъ многоугольника. Но 
д9--9е>4е ($ 52', 
<1Вд., и ирибавимъ къ обоимь членамъ неравенства 24 и 2 нолучимъ: 
ад- де аа-+е>Че+аа-еь 
или ад--9б>аа-ас-+се-+еь 

То есть одна сторона описаннаго многоуг. 57/0 болБе двухъ сторонъ 
многоуг. ухиде...., и такъ периметръ перваго многоугольника болфе пе- 
риметра втораго, потому что, хотя число сторонъ первато вдвое мене 
числа сторонъ втораго, но каждая изъ сторонъ первато болъе В сто. 
ронъ иоелЪднаго. 

173. Нзъ послфднихъ наратрафовъ слёдуетъ, что периметры правяль- 
ныхЪ многеугольниковь, виисанныхь въ кругв при удвоивани числа 
сторонъ, увеличиваются, между тфмъ, какъ периметры описанныхь мно- 
гоугодьниковъ, при тфхъ же усломяхъ, уменьшаются. 

174, При увеличиван!и числа сторонъ въ многоугольникЬ, виисанномъ 
8Ъ кругЪ, самыя стороны уменьшаются, а вибств съ тЬмъ разетоян1я 
ихъ оть центра, то есть аповемы, увеличиваются. Весьма легко убфдить- 


зиинечни тт 
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ся, что апсеемы могутъ сдфлаться почти равными ражмусу, хотя он 
Никогда не достягвуть этой величины. Я въ сажвмъ ЛЪТВ, во веякомь 
треугсльникв аЛО (черт. 95} 
а0<ай- 0 
я посему а0—#0<ай 


то есть разность между ралусомъ и аповемою менфе половины стороны 
правильнаго многоугольника, виисаннаго въ крут. Но, удвонвая число 
сторонъ, мы можемъ представить себф въ круг виисанный правяльный 
многоугольникъ, коего етороны менфе всякой лин!и, какую только можни 
себЪ вообразить.3 Наиримфръ, пусть окружность круга равняется одному 


1 
1.000.0° 
фута, а соотвфтствующая хорда, или сторона внисаннаго правильваго 
многоугольника, будетъ еще меньше, х носвму и разность между раду 
сомъ и аповемею, которая менфе” 2 стороны. будетъ еше мене. Но вич 
то не прелятетвуеть намъ предположить, что окружность раздблена н^ 
большее число равныхЪъ частей; елЪд. и разность между радмусомъ и &и0- 
вемою можеть быть сд®лана менфе, безъ всякаго ограничены, и посем} 
менфе всякой произвольно-взятой величины. 


175. Если `9въ окружности пересъхаются вв одной точит, неле- 
жощей на прямой, соединяющей ихз центры, то вз таком случа 
онтъ должны пересъчься еще ев одной точить, 


Пусть окружность АМЕ (черт. 98) пересЪкается недочерченною окрух 
ностью ТМА въ точь А. Соединив центры Си С’ прямою СС’, опуе- 
тивъ на нее изъ А перендикуляръ АБ до пересфченя съ окружностью 
ВЪ точкВ В. 

Прямоугольные треугольники АШС и ПОС равны, потому что ВС—АС, 
СЬ=СО ($ 70}; изъ равенства треугольников буделу слфдовать, что АРВ. 

Соединивъ А н [ сь точкою С’ прямыми АС’ и ВС’, подучимъ так 
два равныхъ прамоугольныхь треугольника АБС’ ВСП’ ($ 27, потом 
что АРОВ, 2С=0С’, изъ равенства же треугольниковъ слфдуетъ, 1" 
ВС ==АС, то есть, В въ такомъ же разстоявщи оть С’, въ какомъ нах’ 
дится и \. И такъ окружность, описанная изъ С’радусомъ= С’А, долж 


пройти и чрезъ д угую точку В, находящуюся на окружности АМЕ, 
Примъчаюе. \ ерт. 99 от дичается отъ черт. 98 тьмъ, что центр? 


второй окружности находится внутри первой; доказательство же остает 
ея совершенно тоже самое. 

176. Наъ этого предложены слфдуетт, что если двъ окружности "те. 
ресънаются въ двутф точкать (черт. 98 и 99), то прямая СС’, с 
диняющая центры окружностей, перпендикулярна т хордъ АР. 
проведенной между точками пересъчел и дьлитъ ве пополаме. 


футу, и раздфлена на 1.000.000.000 частей. то каждая дуга= 


Н въ самомъ дЪаЪ, проведя радтусы АС, ВС, АС’, ВС’, получимъ два 
равныхъ треугольника АСС’, в ВСС” (5 54), изь этего равенства слЪяу- 
етъ равенство угловъ АСС’ и ВСС’, Но какъ сверхъ того въ треутголь- 
никахъ АС и ВСП, Аб=ВС, СРСР; то и ЛАС ВСР. Изъ этого 
же равенства явствуетъ, что Ар=ЬВ, и ДАП ВОС, то ееть пря- 
мая СО, или лия СС’ перпендикулярна къ АВ, и дълитъ ее пополамъ. 


177. Изъ черт. 98 и 99 яветвуетъ, что въ елуча$ пересёченя овруж- 
ностей, всегда можеть быть составленъ треугольникъ АСС’, коего одна 
вершина находится въ одной изъ точекъ пересфченя, а остальныя двъ 
вершины въ центрахъ данныхъ окружностей: или другими словами: 
можно составить треугольникъ АСС”, коего одна сторона СС’ равна разстоя- 
ню между центрами, а другя двЪ`’равны радтусамъ данныхъ окружностей. 
Для составлешя же треугольника АСС’ необходимы слёдующядва, услов!я: 

1. СС«СА-СА 

и 2. СА«СА-СС, 
то есть 1) разстояне между центрами менфе суммы рад1уеовъ и 2) боль- 
пий радуеъ меяфе суммы меньышато радуса съ разстоящемъ между цен- 
трами. ИН такъ’дв% окружности пересъкаются, если разстояне между 
центрами ментъе суммы радусовз, и если сверто того, больший радусь 
менте суммы менышаго раб уса сз разстоящемь между центрами. 

178. Если разстояне СС’ (черт. 100) между центрами равно сум- 
мт радтусовь СА и СА, то окружности только касаются извит. 

Очевидно, что окружности имфютъ одну только общую точку А; пото- 
му что если бы онф имфли еще вторую общую точку, то тотда, по $ 
117, разетояще между центрами должно бы быть менфе суммы радтусовъ. 


179. Если же разстояще между центрами двухь окружностей 
СС’ равно разности радлусовь СА ш С’А (черт. 101), то окружности 
только касаются внутри. 

Во первыхъ очевидно, что он имфють общую точку А; другой общей 
точки они имфть не могут, потому что въ Такомъ туча больший ра- 
Дусъ долженъ бы быть менфе суммы меньшато радйуса съ разетояемъ 
между центрами, а здфеь, по условю, онъ равенъ означенной сумм$. 

Слёдетне. Еели двф окружности (черт. 100 и 101) касаются извн$ или 
внутри, то центры и точка касав!я находятся на одной прямой. 

180. Прямая ММ (черт. 100) перпендикуларная къ одному рад1уеу СА, 
периендикулярна и къ другому СА ин СА находятся на одной ‚прямой; 
елвд. прямая МХ есть касательная къ объимъ окружностямъ ($ 120) и 
по сему называется общею жасательною. 

181. Окружности; имфюция общий центръ, но различные радиусы, на- 


зываются хонцентрическими, В (черт. 102), окружности АВС, 
рЕЕ, ОНТ. 








= 


УТ. Рёшен1е н%которыхъ задачь, относящихся. къ предъ. 
идущимь предложеняиъ. = 


182. Из» данной точки А, внъ окружности, провести из ней т. 
сательную. : : 

Нуеть (черт. 103) АВ будетъ требуемая касательная; въ такомъ Сл 
чаЪ она периендикулярна къ рад1усу ВС, и слёд. если была бы прове 
дена прямая АС, мы имфли бы прямоугольный треугольникь АВС. И 
этого заключаемъ, что для рфшенйя задачи слфдуеть тодько на прями 
АС, соединяюшей данную точку съ центромъ, построить прямоугольник 
для сего нужно на АС описать полуокружноеть СВА, и соединить точ 
пересфчен!я В съ данной точкою А и центромъ С прямыми ВА и ВС. 

Повфрка. Ошисавъ полуокружноеть на АС, и соединивъ точку пересвче 
ня В съ данною точкою А, получимъ прямую, периендикулярную къ р. 
д1усу ВС въ точкЪ В ($ 153), и иосему будетъ она касательная. 

183. Примъчане. Такъ какъ окрувности КВВ’и АВВ’ пересЪ каюте 
въ двухь точкахъ Ви В, 10 и по другую сторону д1аметра будем 
имфть такое же построене, и ночему АВ’будеть также касательная п 
окружности, проведенная изъ данной точки А. Изъ равенства треуголь 
никовь АВС и АВС ($ 71) елфдуётъ, что 0бЪ касательныя АВ и АВ 
равны между собою. 

184. Начертить опружность проходящую чрезз данную точ 
В, и касающуюся данной прямой ММ в5 точкъ А (черт. 104). 

Положимъ, что окружность АВЕ есть требуемая, то въ такомъ слу 
данная прямая МХ касается окружности въ точкЪ А, а прямая АВ, 6% 
диняющая точку касав!я съ данной точкою, есть хорда. Изъ предыдуия 
го сльдуетъ, что центръ требуемаго круга С`долженъ находиться ($ 14 
и $ 132) въ точкЪ пересфченя С перпендикуляра АЕ, возставления!! 
изъ А къ МХ, и перпендикуляра ОЕ, возставленнато къ хордв АВ и 
ея средины Г. 

Въ самомъ дфлЪ точки А и В должны нахо 


г диться въ равномъ. разето* 
ви оть точки С, потому что АС—ВС ($ 45); ельд. если опишемъ и 


ружноеть рад!усомъ равнымъ АС, то он пройдеть и чрезъ точку ! 
КромВ сего ММ будетъ касаться окружности ву ТочЕЬ А, потому что ов 
шерпендикулярна къ радуусу, проведенному чрезъ ту же точку. 

185. На данной прямой АВ описать сегменте АРЕВА (то еп 
‘отрьзокъ круга, заключающийся меж 
‚данный уголь а (черт. 105). 


Положим, что задачу рЬшена, то есть что на данной прямой АВ 78? 
мостроенъ сегменть АКЕВ, или —АЕЕВ, въ которой каждый виисанняй 


Д7 дДугою и хордою) вмъшающй 


о 


уголь АЕВ, АЕВ быль бы равенъ данному углу а. Каждый изъ этихь 
угловъ измфряется половиною дуги АлВ, но и уголъ ВАМ, если АМ ка- 
<ательная, нифеть туже мъру. Изъ этого и выводится едфдующее рше- 
не: на’ данной прямой АВ отложимъ уголь ВАМ равный данному а, и 
ото опищемъ окружность такъ, Чтобы она касалась нрямой АХ и про- 
ходила чрезъ точки А и В. Для сего етоить только возставить перпен- 
дикуляръ АС къ АХ въ точкЪ А, и периендикуляръ БН къ данной пря- 
мой АВ изъ ея средины. Точка, пересфченя С будеть центръ искомаго 
круга. И въ самомъ дфль: = 

АКВ и ХАЕВ=У—АлВ (5 150) 

Да=/ВАК=и—АлВ ($ 157). 

елфд. ХАЕВ и /АЕВ равны данному. углу а. 

186. На данной прямой АВ начертить правильный шестиулоль- 
нии (черт. 1606). 

Положимъ, что правильный шестиугольникь уже начерченъ. Около не- 
то можно описать кругъ АВО, коего центръ пусть будетъ въ С. Проведя 
ралусы СА и СВ, получили бы на АВ равноетороный Л АВС ($ 167), 
коего вершина была бы въ центр». 

И такъ на АВ слфдуеть йостроить равностороннй /^ АВС и. при- 
нявъ вершины его за центръ, описать окружность въ которой и можно 
{$ 167) хорду АВ отложить 6 разъ. " 

187. На данной прямой АВ построить правильный осьмиугол»- 
ниж (черт. 108). | 

Чтобъ рёшить эту задачу надобно опиеать такую окружность, чтобы 
ирямая АВ могла бы на ней быть отложена 8 разъ. Въ Такомъ случа% 
утожь при нентрЪ, составленный двумя радтусамя, проведенными чрезъ 
Брайн1я точки хорды АВ, измЪрялея бы 1% окружности, или былъ бы 
равенъ 1/3 четырехь прямыхъ, то есть 1» прямаго угла. Углы САВ- 
СВА=24—1—11»; слЪд. каждый былъ бы равенъ 344. И такъ сл- 
дуеть только въ точкахъ А и В отложить углы 3/4, и вЪ точЕ$ нере- 
с\чешя С утожь АСВ будеть равенъ 1», а самая точка С будетъ центръ 
‘требуемой окружности. 

Постройть углы равные у» можно различным образомъ. СлЪлующий 
<иособъ есть одинъ изъ простфйшихъ. 

Изъ средины Е данной прямой АВ возетавляютъ пернендикулярь ЕГ. 
и отлагаютъ отъ Е прямую ЕЛ равную АЕ, потомъ отъ 2 прямую РС. 
равную разстояню АО, конечная точка С будетъ центръ требуемаго круга. 

Чтобъ въ этомъ увфриться проведемъ прямыя АП, ОВ, АСи ВС. Пря- 
моугольный треугольникъ АРЕ есть треугольникъ равнобелренный, и но- 
<ему какъ СПАЕ такь и ХАБЕ=!,:; по ($ 104) ДАРЕ= /ОСА- 
РАС==? /ПСА, потому что по етроеню РА—ОС: и такъ: 








р ев 


2 ОСА 124. 
и носему _ ОСА, 4. 

Такимъ ди образомъ можно доказать, чтьн „_ПСР=-' ий ед. „АСВ 
__ПСАз „ПСВ: 24. И ноеему дуга АЕВ==`з окружности; д изъ этого 
и елёдуеть, что хорда АВ можеть быть на ней отаожена 5 разъ. Такямъ 
‹пособомъ составленный многоутольникь АВОН будетъ требуемый ира- 
ВИЛЬНЫЙ ОСЬМИУГОЛЬНИЕЪ. 


Глава ПШ. 
( ПРОПОРЦОНАЛЬНЫХЪ ЛИНЯХЪ И НОДОВНЫХТ, ФИГУРАХТ. 
Г. Пропорщовальныя лини. 


158. Въ предъидущихъ параграфахъь изелбдованы были различныя 
свойства прамыхъ лишй, прямолинейныхь фигуръ и круга, отдфльни: 
теперь перейдемъ къ иуъ сравнев!ю, чтобъ найдти еще друмя свойства, 
и изъискать способъ мхъ измЪфрен!я. 

Сравнивая межлу собою нфеколько прямыхъ, мы ветрёчаемъ таыя ко- 
торыя имфютъ одинаковыя отношеня. Если изъ четырехъ прямыхъ пер- 
вая боле или менфе второй въ п разъ, и третья также бодЪе иди ме- 
нфе четвертой въ п же разъ: то таковыя прямыя, составляюищя геомет- 
рическую пропоршю, называются пропощеональными. Бакъ чрезъ ерав- 
нене всякихъ величинъ вообще прюбрЪтаемъ объ нихъ течнфйиюее поня- 
т1е, то посему на теорю проноршональныхь прамыхь должно обращать 
особенное внимание. 

189. Если двъ прямылд ХМ и ГО (черт. 109) раздълены илекол- 
хими прямыми АЕ, БЕ, (+, ПН...., проведенными изъ точень взя- 
тыть 95 равнылз разстоянелхь на первой ХМ, то части второй РЧ, 
между параллельными прямыми лежашая ЕЁ, Г, СН... таиже бу 
дутз равны между собою. 

Изъ точекъ Е, Е, (+, Н.... проведем ирямыя нараллельныя къ прямой 
УМ, и такимъ образомъ составимъ треугольники ЕК, ЕКО, СЫН, кото 
рые вс№ равны между собою. Е-=АВ ($ 100), АВ=ВС (но условию), 2 
ВС=ЕК ($ 100); сдфд. ЕТ=-РК. Такимъ же образомъ докажемъ. что Е 
СБ. бверхъ еето. 

ИТЕЕ= ИКОН (НОУ 63, 
ХЕШ= ДККо= ХСЬН (0 5 103), 

И такъ въ треугольникахь Е, РКО, СТИ ($ 58) еторюны Е! ЕК, 
О и прилежание къ нимъ угды равны; слЪд. они равны. Изъ сего #8 
равенства слфдуетъ, что и 


ЕЕ=-ЕО--СН... ($ 59) 


= 


(лдетве. Изъ предъидущаго слЪдувгь, зто ЕЁ содержится столько же 
раеъ въ ЕЮ, сколько разъ АВ въ АТ; 10 еб5ъЪ:. 
„ЕР : ЕОззАВ : АТ; 
или переставивъ средше члены нрепори: 
АВЕО : АТ. 
(ткуда сафдуеть: 
2 ЕЕ : 2 АВЕО : АТ 
ЗЕЕ : 3 АВ=Е0: : АТ. 
то есть веякое число частей прямой ЕС относится къ такому же числу 
частей прямой АТ какъ излля прямая ЕО къ ифаой прямой АТ. Изъ 
этого прямо ироистенаетъ сафдующая теорема, которую мы подробнфе раз- 
смотримъ, лю причин® ея важности. 

190. Три параллельныя прямыл ЕЕ, СН, ТК, (черт. 110) раздъля- 
ють 0въ прямыя АВ и СР на части о то есть 
ЕС: @1-==ЕН ; НК. 

Здъеь могутъ быть два случая: частя ЕС и СГ могуть быть соизмп- 
римыми и несоизмьримымн. 

1-й случай. Пусть Ес и СТ соизиёримы, и пусть въ ЕС 7 Такихъ 
частей, какихъ въ СТ 2, то есть 

Е: 61-7 :2 (1). 


Предетавимъ себЪ, что Е(+ раздфлена на 7 частей, а ет на 2, и что 


изъ точекъ дъленшя проведены прямыя параллельныя къ которой нибудь 
изъ данныхъ прямыхъ ЕЁ, то по $ 189, ЕН раздфлится на 7 равныхъ 
частей, а НК на 2 тая же части; и сл. 

ЕН : НК=7 :2 (2. 

Но сумма членовъ перваго отношеншя относится ЕЪ своему первому чле- 
ну, такъ какъ сумма членовъ втораго отношеня къ своему первому 
(Арием. $ 130): _ 
ЕС-ЕСГ : Е@=ЕН-+НК : РН 

или ЕЁ; Еб=ЕК : ЕН 

И такъ вся прямаз ЕГ относится къ своей части ЕС! такъ,какт вся прямая ЕК 
относится къ части ЕН, лежащей между т6ми же параллельными прямыми. 

191. 2-й случай. Положимъ зенерь, что части Еб и С1 несоизмри- 
мы между собою и съ ифлою прямою; и пуеть въ такомъ случаЪ утвер- 
здають, что ЕГ относится къ Е не такъ какъ ЕК кь ЕН, но КАКЪ ЕК 
къ лини ЕГ, меньшей нежели ЕН, те есть пусть 

ЕГ; ЕС—=РЕК : ЕЁ (3) 
Чтобъ вто опровергнуть, представимъ себф, что прямая РК раздьлена |: 
тая равныя части, чтобы одна изъ точевъ дълевя О упала между Г 
и Н, и тогда КО будеть соизмфрима съ ЕК. Проведя изъ О паралдель- 
ную МО кь прямой ЕЁ или 1К, получимъ по 3 190, 





ЕГ; ЕМ=ЕК : КО (4). 
Сравнивая пропорши (3) и (4) находимъ, что у нихъ предъидуще чле 
ны равны; слёд. изъ посдфдующихь можно составить пронорщию: 

ЕС : ЕМ=ЕЬ : ЕО (5) 

Но эта пропоршя не можеть имфть мЪФста, потому что ЕС не можеть 
относиться кь лии ЕМ, которая менте ея, такъ какъ прямая ЕГ к 
прямой ЕО, которая ея болъе. Пронорщя (5) была едфдетыемъ двух 
предшествовавшихь пропорщй (3) и (4), изъ коихъ послфдняя неосиори- 
мо-справедлива, потому что основана н8 доказанныхь теоремахъ, то изъ 
сего и елфдуеть, что погрывноеть непремфнно заключается въ пропюрци 
{3). и именно въ предположени, что поелёдий членъ менфе ЕН. 

Точно такимъ же образомъ доказываетея, что посльдый членъ пропор- 
щи (3) не можегъ быть болфе ЕН, и посему онъ додженъ быть равен 
ЕН (акс. ПГ 8 9). И такъ 

ЕГ : ЕС—ЕК : ЕН; 
а изъ этого елфдуетъь: 
Е—ЕС : Еад=ЕКЬ—ЕН : ЕН, 
или СТ: Еб=КН : ЕН. 

И такъ во всякомъ случаЪ, три иараллельныя прямыя раздфляють дв 
прямыя на части пропорщюнальныя, и соотв®тствующия части этихь пря 
мыхъ относятся какъ самыя прямыя, то есть 

. Еб : ОГ: ЕРЕЕН : НК : КК. 

192. Сльдетые 1. Проведя (черт. 110) прямую ЕМ |] АВ, составим 
треугольникъь ЕМК, въ которомъ прямая РН, параллельная къ МК, 1 
лить стороны треугольника на части ЕР и РМ, ЕН и НК. 

Въ $ 190 доказано, что 

Еб : Ч=ЕН : НК 
но ЕН==ЕР ($ 100), а 61=РМ ($ 100); 
©лФд. ЕР : РМ-ЕН : НК 
то есть 60 всякомз треулольникь прямая РН, параллельная кь какой 
нибудь сторонъ МК, дьлитз прошя двъ стороны начасти пропор* 
цзональныя. 

193. Слфдетые 2. Изъ поелфдней пропорши слФдуетъ; 

ЕР-РМ : ЕР==ЕН-+-НК : ЕН’ 
или ЕМ : ЕР=ЕК ; ЕН 
также ЕМ : РМ-ЕК : НК, 
то есть, если въ треугольникВ проведется прямая параллельно къ какой 
нибудь сторонф, то не только, что стороны дфлятея на части пропори!9- 
нальныя, но и самыя стороны находятся въ такомъ же отношён!и, ках? 
соотвфтевенныя ихъ части. 
194. Изъ этого предложешя ясно слфдуетъ и обратное: если прямая РЕ 


гы Е 


дълитз двъ стороны ЕМ и ЕК, треугольника ЕМК на части пропорию- 
нальныя, то она параллельна кз третьей сторонь МК (черт. 111). 

Ели бы РН не была параллельна къ МК, то изъ точки Р можнобъ 

было провести параллельную къ ней РО. И: тогда по $5 193, имфли бы: 
ЕМ : ЕРЕЕЕК : ЕС, : 

но по условию, ЕМ : ЕРЕЕК : ЕН; 

елФд., какъ первые три соотвфтствующе члена обфихъ пропоршй равны, 

то и четвертые должнн быть равны, то есть, ЕО—ЕН. Но этаго быть не 

можеть, нотому что РО есть часть ЕН; & поеему и сдыланное предпо- 

ложене, что не РН, а РО параллельна къ МК, не можетъ имфть мфета. 

Примъчаще. Изъ сдфланнаго заключения, что ГО—ЕН, можно тоже 
вывести и то, что точки О и Н должны совпадать. Если же эти точки 
совпадаютъ, тои прямыя РО и РН совмфщаются, то есть прямая, раз- 
дфляющая двф стороны треугольника на частя пропорщональная, и пря- 
мая параллельная къ третьей сторонф, есть одна и таже прямая. 

195. Чтобы вывести въ какомъ отношени прямая РН (черт. 111), раз- 
дфляющая двЪ стороны треугольника на части пропоршональныя, нахо- 
дится къ третьей сторонф МК, проведемъ прямую НМ |] ЕМ, и тогда 
будемъ имфть: 

| МХ : МК=ЕН ; ЕК (5 193) 
но ММ—=РН (100); 
елфл. РН : МК-—ЕН : ЕК. 
И такъ прямая РН находится къ третьей сторон® зъ такомъ же отно- 
шени, въ какомъ и отсфченная часть которой нибудь изъ сторонъ. счи- 
тая отъ вершины треутольника, къ ифлой сторонф. 

196. Кз данным» тремь а, Би снайти четвертую пропоршоналз- 
ную (черт. 112). 

Для рёшеня задачи построимъ произвольный уголь МАМ, и отложимъ 
на которой нибудь сторонф АМ сперва прямую а, отъ А до В, потомъ 
оть В’ до С прямую 0; а на другой сторонЪ прямую с, отЪ А до 0. Соеди- 
нивЪ точку В и ПР прямою ВО, и проведя СЕ || ВО, получимъ искомую 
ирямую РЕ, иотому что ($ 192) 

а: 6—6: ВЕ. 
Если положимъ, что прямая 6—с, тогда пропорщя геометрическая была 
бы непрерывная, и прямая ПЕ называлось бы третьею пропорщальною 
Рышеве задачи разнетвовало бы отъ предъидущаго только въ томъ, что 
отъ А до П была бы отложена лив!я, равная второй данной прямой 6. 

197. Другое ръшенле. Можно сдфлать еще другое построение, которое 
имфетъ то преимущество предъ первымъ, что занимаеть менфе м®ста. 
Положимъ что даны тфже самыя три прямыя а, бис, и требуется найти 
четвертую пропоршюнальную. Построивъ произвольный уголъ МАХ (черт. 








в ИИ 


$#8), и отложивъ на АМ, отъ вершины А, прямую АВ-@ и нраму 
А0—6, и потомъ на АМ прямую АР=е, ироведемъ изъ С прамую С 
ВО. На основаши 5 193, получимъ: 
АВ : АС-А : АЕ 
или @ : с: АЕ. 
И такъ АЕ будеть требуемая четвертая пропоршональная. 

198. Чрезз точну С, взятую внутри даннаго узла КАС (чер 
118) провести прямую ВР таиз, чтобы части, содержашяяся меж 
данною точкою и сторонами угла, были бы равны. 

Проведя СЕ параллельно къ которой нибудь сторон$ АС даннаго уг? 
и отложивъ РЕ-АЕ, проведемъ прямую ОВ чрезъ точки Ри С до пер 
еБченя еъ Аб; лишя ОВ и будеть требуемая прямая, потому что Е 
будучи параллельна къ АВ, дфлитъ ($ 190) остальныя стороны треугот 
ника РАВ на части пропоршональныя, то есть ОЕ : АЕ—ОС : ВС; 1 
РЕ-—АЕ; слфд. и 2С—ВС, что и требовалось вывести. 

199. Еели въ треугольникЪ АВС (черт. 114) проведемъ @Н параллели 
къ которой нибудь сторон АС, то составимъ треугольникъ ВСН. Срави 
вая этоть треугольникъ съ даннымъ, находимъ, по причинф параллел 
ности сторонъ СН и АС: 
Во 1-ъ, /Я=ХА, /и=/ИСи ГВ ееть общий, то есть три угла с 

ного треугольника равны тремъ угламъ другаго. 
Во 2-хъ. АВ : Вб=ВС : ВН=АС : СН ($$ 193 и 195) то есть стор 

одного треугольника пронорцональны сторонамъ другаго.. 





П. 0 подоб1и треугольниковъ. 


200. Еели въ двухъ треугольникахь соотвётетвуюния стороны, то ей" 

между вершинами утловъ лежашия, пропоршюнальны и. углы. поро 
равны, то таковые треугольники называются подобными. Для озна 
подобля фигуръ употребляется знакъ: с. 

Раземотримъ теперь въ какихъ случаяхь треугольники подобны; * 
увидимъ, что нфкоторые изъ требуемыхъ условй суть необходимыя 64 
стия другихъ. Н такъ, во 1-хъ докажемъ, что; , 

201. 1. Если всъ три узла одно треурольника равны торе 
трем узлам друзало, то и соотвътетвующая стороны пропоршон! 
ны; сльд. треудюольники подобны. 

Пусть (черт. 114) ИВИЕ, КАИ, /6—= Е. 

Отложивъ на АВ прямую ВС=ОЕ, и ВН=ЕЕ на ВС, и соединявъ та 
@ иН прямою СН, составимъ Л @ВН=АТЕЕ, потому что ($ 75)1 
=0Е, /В=/Е, ВА--ЕЁ. Изъ равенства треутольвиковъ слфдуеть, 

- БЕОН и ИР=Ия; вю /Б=ИА; в. Ия= ИА. Ева же 2’ 
ХА, то ($ 84) прямая СН |] АС и посему ($5 193 и 195) 


— 63 — 
ВА : ВОЮВС': ВН-АС: бН, ^^ 


А поставивь вифето’ вторыхъ членовъ равныя инъ ‘величяны, получимъ. 


ВА : ВЕ==ВС : ЕЕ=АС ; ПЕ, 
то есть соотвфтетвующия стороны треугольниковъ пропорщюнальны. 
202. блёдетне. Изъ доказанной теоремы слЪдуеть въ 1-хъ, жозда два 
ла одною треузольника равны порознь двумз угламь другаго, то 


‘тпреуольники подобны, потому что въ такомъ случав и третьи углы 


равны. 
_ 203. Во 2-хъ, жогда стороны одною треугольника параллельны 
сторонам д071ал0, то треуольники подобны. 

Пусть (черт. 114) РЕ || АВ, РЕ || АС, и ЕЁ || ВС. очевидно, что тогда 
ИЕ=ИВ, /ОЕИА, ДЕЕС ($ 201). 

Если же (черт. 115) стороны РЕ=ВС, ЕЕ! АС, РЕПАВ, но углы 
обращены своими отверетями въ развыя стороны, то и въ такомъ слу- 
ча% они равны. Чтобъ убъдиться, продолжимъ сторону РЕ до нересфчен1я 





`въ непараллельными сторонами другаго треугольника, то будемъ имЪть: 


Ир=/а ($ 91), а /9=/В ($ 93), сл6д. ХО=ИВ, 
ХЕ (6 93), а /5—=/А ($ 93) слёд. ХДЕИА, 
Еели же два угла одного треугольника равны двумъ угламъ другаго 
($ 203), то треугольники подобны. 
204. Въ 3-хъ, хода стороны треуюльнииа перпендикулярны из 
сторонамз друа10, то треу’ольники подобны. 
Пусть (черт. 116) ЕР пернендикулярна къ АС, РЕ кь АВ, ЕП къ ВС. 
Составимъ внутри треугольника АВС, треугольникъ С1Н прямыми СК, 
И, НМ, которыя были бы параллельны сторонамъ РО, РЕ, ЕЕ и которыя 


` посему (& 90) должны быть также нериендикулярны къ АС. ВС, АВ. По 


причинв перпендикулярности прямыхь СК къ АС, а Ц, къ ВС углы р 
и 4 прямые. Въ четыреугольник® 1КСГ, сумма вефхъ внутреннихъ угловъ 
{$ 122) равна 44, и какъ Хр--/9=24. тои дт-+ /6=24; ити 
СИН также-24 ($ 26); савл. Хт- бит ИОН и иоеену ХС= 
СОН, нб’ У6ТН=/О ($ 103): елёд. ХО=иИр 

Такимъ же образомъ доказывается равенство и другихъ угловъ треуголь- 
никовъ АВС и ПЕК; слфд. треугольники подобны (5 121. 

205. Примъчане. Утлу С противолежить сторона АВ, а углу Г сто- 
рона ЕЕ, перпендикулярная въ АВ; елбд. взаимно перпендикулярныя 
стороны суть соотвЪтетвуюция. 

206 П. Треугольники подобны, если соотвътствующия стороны 
ить пропоршональны. 

Пусть (черт. 114) АВ : РЕ==ВС : ЕР=ёАС : ОЕ. Отложивъ на сто- 
ронф АВ прямую РС=0Е, и проведя СН]. АС получимъ треугольникъ 
ВСН, подобный треугольнику АВС, потому что (5 19, углы ихъ равны 
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хаждый каждому, и посему соотвфтствующия стороны и 
Тецерь осталось доказать равенство треугольниковь ВСН и ПЕР. Ш 
причин® параллельности СН и АС, — 
АВ ; Ва—ВС : ВН=АС : @Н, .. | 
а АВ : РЕ-ВС : ЕЕ-АС : РЕ, по условно; о 

но каБЪ ТЕ=ВС то первыя отношен1я двухъ этихъ рядовъ равны между 
собою, а посему и остальных всЪ также равны между собою. Но какъ 7 
НИТЬ предъидулие члены равны, то изъ того сл$дуетъ, что и послфдующе 
равны, то есть ВН=ЕЕ, @Н=ОЕ. По причин же равенства ЭтихЪ и. 
мыхъ Ва и РЕ, треугольники ВОН и ПЕЕ равны ($ 54). И такъ Л Вб 
© /Л АВС, тои Л БЕЕ © Л АБС. : 

207. Ш. Треуюльники подобны, когда углы, заключенные между 
двумя яропоршональными сторонамп равны. а , 

Пусть (черт. 114) АВ: РЕЕВС : ЕКи /В=/Е. Отложивъ на а 
АВ прямую @В—=ОЕ и ВН==ЕЕ на сторон ВС, и СоединивЪ Точки С 
и Н прямою СН, построимъ треугольникъ В6Н= /ЛОЕЕ ($ 57). Вставимъ 
въ условной пропорши, вмфето ОЕ и ЕР, равныя имъ ВС и ВН, полу- 
чимъ пропори!ю: 

| АВ : ВО—ВС : ВН, 
изъ которой (5 194) елФдуетъ, что СН==АС; и въ такомъ случа ($ 199) 

ДАВС о АВСН, но ЛВСН=/ЛЬЕЕ; слёд. АВСх ДПЕЕ. . 
` 208. Если зипотенуза и катжеть одного прямоулольнало треуголь 
ника пропоршональны гипотенузь и хатету другало, то треуголь 
нини подобкы. з ее 

Пусть (черт. 117) АВ : ЕВС : ЕЕ. Отложивъ на ВА прямую ВС 
—ЕР, на ВС, прямую ВН-=ЕЕ, соединииъ точки Си Н прямою СН. 
Ветавивъ въ условной пропорщи, вмЪсто РЕ и ЕЕ, равныя величины, 
получимъ пропорщю АВ: Вб=ВС : ВН, изъ которой селфдуеть.(3 194). 
что @Н || АС. Если же СН |] АС то (5 199) треугольники ван и ВАС 
подобны, потому что углы одного равны угламъ другаго. Изъ параллель 
ности прямыхъ СН и АС также слфдуетъ, что /ВСН прямой, потому 
что равенъ углу А. Посему прямоугольный треутольникъ ВСН равенъ Л 
ЕШЕ, такъ какъ гипотенуза и катетъ одного равны гипотенузЪ и катету 
другато. Но ^) ВаН х ЛВАС; елд. и Л ЕЕ х АВАС. | 

209. Общее замтъчане. Въ подобныхъ треугольникахъ пропоритональныя 
стороны противолежатъ равнымъ угламт, и обратно. 

210. На различныхъ условяхъ подобя треугольниковъ основаны раз- 
личныя рёшевя задачи: На данной прямой АС (черт. 114) яостроить 
треуюльнииз пособный данному ПЕЕ. 

Г. Намъ извЪстно (5 202), что треутольники подобны, когда два угла 
одного равны двумъ угламъ другаго. И такъ, отложивъ на данной прямой 
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АС уголь А—= /О. и /б— ХЕ, продолжимъ прямыя АС и СВ до пере чен1я 
въ точЕЬ В. Такимъ образомъ начертимъ треугольникь ВАС о ЛПЕЕ. 

П. Потомъ было доказано ($ 206), что треугольники подобны, когда 
три стороны одного пропорцюнальны тремъ сторонам другаго. Н такъ, 
отъискавъ двф прямыя АВ и ВС, которыя бы относились къ ОЕ и ЕЁ лакъ 
вакъ АС къ ОЕ, слфдуетъ только изъ прямыхь АС, АВ, ВС по $ 48 но- 
строить треугольникъ АВС. 

Ш. Дадфе, мы видфли, что треугольники подобны, если углы. заклю- 
чающеся между пропорцюнальными сторонами, равны. Н такъ, отдожннь 
на данной прямой АС въ точкБ А уголь АВС, равный углу Г), слЪдуетъ 


на сторонф его отложить прямую АВ, четвертую пропорщональную къ 
ОЕ, АС и ПЕ. 


211. Вё подобиыть треуольнихать АВС и ПЕЕ (черт. 119) основа- 
ная АС и ОЕ относятся хан высоты Ва и ЕН. 

Такъ какъ ВС пернендикулярна въ АС, а ЕН къ ПЕ, то углы й иж 
прямые, и какъ въ прямоугольныхъ треугольникахъ ВАС н Е 
того ХА, то треугольники подобны ($ 202) и носему 

В@ : ЕН=АВ : РЕ 
но и АС ; РЕ=АВ : РЕ 
и такъ ВС : ЕН=АС : ОЕ 

212. Прямая ВЛ (черт. 120), раздъляющал накой нибудь уголь АВС 
треузольника АВС пополамз, вълить противолежащую сторону на 
части, пропоршональныя прилежащимь сторонамв. 

Изъ точки С проведемъ СЕ | ВР до нпересъченя съ продолженною сто- 
роною АВ въ точкБ Е. По причин параллельноети прямыхъ ЕС и ВП, 
будемъ имЪть пропорцёю: 

АР : ОС-=АВ : ВЕ (1) 

Далфе, по причин® параллельности тфхъ же прямыхь ЕС и ЕЛ: 

К е==а ($ 93) 

29=% ($ 91. 
НО Уголь 6/0 по условю: слВл. и К а=/ 1: а посему ВС-ВЕ ($64). 
Н такъ, вставивъ въ пропорцию (1) ВС вмфето ВЕ, нолучимъ требуемую 

АО ; РО=АВ : ВС. 

213. Изз одной точки А (черт. 121) яроведенныя прлмыя АМ, АХ. 
30...., пересъкаемыя бвумя параллельными ВЕ и (1, 1 раздъля- 
ются на части пропоршональныя, и П. сами дъляте параллельны я 
тими на частч пропоритональныя. 
А@ : АВЕАН ; АС-СН : ВС (потому что Л АЗН © Л. АБС, 
АН  АС-АТ : АО-=НГ : СР (потому что Л АНГо ^ АС) 
АТ. АО=АЕ : АЕСАК : БЕ (изъ подоЙя /^ АЖ и ^. АБЕ), 
и проч. 


Геом. Буссе. 
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Ве эти отношеня равны, потому что второе отношене всякато рада 
равно первому отношению послфдующахо. Возьмемъ сперва т отношения, 
въ которыхъ заключаются прямыя, проведенныя ИЗЬ ТОЧКИ А: 

АС : АВЕАН : АС-АТ ; АС-АК : АЕ ит. д. (1) 

Потомъ соединимъ отношен1я заключающия въ себЪ части параллель 
ныхЪ ний СН: ВС=НЕ : СО=1Ж== : БЕ..., (2) 

Два выведенных ряда (1) и (2) равныхъ отношений доказываютъ требуемое, 

(лфдетне. Если въ треугольникь АСТ, проведемъ изъ вершины треу- 
тольника ифеколько прямыхъ, къ основантю, АН, АГ, АК...., и раздвлимъ 
ихъ прямою ВЕ, параллельною къ основаню, то стороны треугольним 
АС и АГ и изъ вершины А проведенныя прямыя раздфлятея на части 
пропоршональныя; основан!е и параллельная къ ней прямая разсёкаются 
также на части пропорцюнальныя. 

214. Раздьлить данную прямую ММ (черт. 122) на части те 
порилоналеныл частямз другой прямой АТ. 

Къ данной прямой ММ проведемъ чрезъ точку М прямую МР по 
произвольнымъ угломъ РММ, и отложивъ на ней МЕ—АВ, ЕЕВС, # 
ЕС—СО, соединимъ точку С съ конечною точкою №, данной прямой МХ 
прямою Х@. Прамыя ЕГ и ЕК, проведенныя параллельно къ №, раздь- 
лять прямую ММ согласно требованю задачи, лотому что онф ($ 190) 
дфлять стороны ЛХ МОХ на части пропорщюональныя. И въ самомъ д 
ль: въ ^ МГЕ, МК : МЕ=К : ЕЕ=МЬ : МЕ ($$ 192, 193). 

Въ Л МУС, МО : МЕХ : ЕС... ($ 192); 

слЪд. МК : МЕ-КО : ЕЕ==Х : ЕС. 

215. Сльдетве. Если бы части прямой АГ были равны, то и МХ р" 
дфлилась бы на равныя части. И такъ, чтобы раздьлить прямую МХ 
(черт. 123) на нъсколько равныхе частей, напр. на 5, слфдуеть тол’ 
ко, какъ въ предъидущемъ параграф показано, провести изъ конечно 
точки М подъ произвольнымъ угломъ неопредфленную прямую МК, ! 
отложить на ней 5 равныхъ частей МЕ, ЕЕ, ЕС...., соединить ГО 
конечною точкою №, н провести параллельно къ ТМ прямыя НО, [Е 
ЕВ, ЕА, которыя и раздфлятъ прямую ММ на 5 равныхь частей. 

216. Чтобы не проводить много параллельныхь прямыхъ, прибфтают 
къ елфдующему построенйю (черт. 124). Проводатъ изъ конечныхь т0че' 
М и\ подъ произвольнымъ Угломъ дв параллельныя прямыя МР и№ 
и отложивъ на нихъ произвольныя, равныя между собою, части Ма—а= 
$е...—М№9=9й=1..., воединяють точки } съ М, е съ ф, 4 65 4... ПИ 
мыми №, 69, 47... ВеБ эти прямыя параллельны одна къ другой Е 
102), какъ прямыя лежапия между равными и параллельными прямыу! 
И посему, по $ 192 й 

Ма-—а=56=64.., 


= 


217. На теорйи: пропорщшональныхь линй основано устройетво мас- 
питабовъ, служащихь къ измЪреню ирамыхъ и точнфйшему опредфлению 
отношений между ними. Масштабъ (черт. 125), или размЪръ, ееть линей- 
ка (болышею част мфдная), на которой вырфзанъ прямоугольник а [ 
ге, раздфленный прямыми 7, дс, ЙА на н®еколько равныхъ прямоуголь- 
НИКОВЪ 46/1, 0е9Р и т. д. Основаше аб перваго. прямоугольника обыкно- 
венно дБлится на 10 частей и противолежащая ‘ему сторона (Г также на 
10 равныхъ частей, которыя равны частямъ основашя 45, такъ какъ 
/—а6. И посему косвенныя ирямыя 29, 1/8, 97... тб должны быть иа- 
раллельны между собою ($ 102). Потомъ дЪааятея а и 6}, каждая также 
на 10 равныхь частей, которыя равны тоже веЪ между собою, потому 
что 41 равняется 6}. Соединивъ точки 9 съ 9, 8 съ 8, 7 съ 7.... поду- 
чимъ прамыя, параллельныя къ основав ю аб. По причинъ параллель 
ности прямыхь АТ и 2 елёдуеть, что 

Кр: ЖЕ : 1 
но 16 равна 6; слёд. АТ = у тр, или т { —= таб 
: 10 ы 100 9] 


00 
По причин же параллельныхь прямыхъ 76 и А1 имфемъ, 
16: 60—1й : 6® 
и какь прямая 66 въ 6 разъ болфе 16, тои би въ 6 разъ боле 1%, 


р 6 
то есть = - - 
линя 67 т аб. 


Подобнымъ образомъ выведемъ, что. прямая 45=— 2, 546; 75=8,54а4 
и т. д. Нэзъ вефхъ этихъ примфровъ явствуетъ, что косвенныя прамыя слу- 
жать для опредфлен1я прямыхъ въ сотыхъ чаетяхъ принятой единицы 4. 

218. Если изв вершины В (черт. 126) прямало узла прямоулольна- 
#0 треуюланиха проведется перпендипулярз из гинотенузъ АС, то 
трелольнииь раздълится на два турелольника АВО и СВО подоб- 
нытв всему треуюльниху, и посему подобныжь между собою. Дока- 
жемъ сперва, что Л АВОо ЛАВС. Во 1-хъ. уголь А обиий обоимъ 
треугольникамъ; сверхъ сего углы АПВ и АВС, по условю, прямые, слёд, 
также равны; & посему и самые треугольники (5 202) подобны. 


Точно какимъ же образомъ можно вывести, что Л) СВО о ДЛ, АВС. 

Изъ подобя треугольниковь АВО и АВС слЪдуетъ, что углы ХХ АВБ 
равны порознь угламъ /\ АВС; изъ подойя же треугольниковь СВР и 
АВС слФдуеть, что углы треугольника АВС равны порознь угламъ ВСП: 
а посему углы ЛХ АВО равны порознь угламъ /\ СВО; слёд. эти тре- 
угольники подобны... 

Поелфднее заключеще можно вывести независимо отъ подобя частныхъ 
треугольниковъ всему треугольнику. И въ самомъ дБ /р=.9 КАЕЪ 
нрямые; углы я--м=4, но /я-- /А—4 ($109), слёд. И итыит- 
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ХА; а изь еего и слфдуеть, что /т— ХА. Еели же. два угла Л) АВР 
равны порознь двумъ угламъ треугольника СВО то ($ 202) треугольники 
подобны. , 

219. (лфдетне. Изъ подобя треугольниковь АВС и АВО сл$дуетъ: 

АБ : АВАВ : АС, (1). 
потому что въ подобныхь треугольникахь равнымъ угламъ и 
жаця стороны пропорпональны ($ 209); & изъ подобя треугольниковъ 
АВС и СВО, по той же причин: 
РС : ВО=ВС : АС (2). 

Эти дв попорщи выражаютсн слёдующимъ образомъ: хажбый хатеть 
есть средняя пропоршональная линёя между зипотенузою и прил 
жашщиме отртьзкоме. 

220. СлЪдетве 2. Изъ подобя же /\ АВЬ и СВО. выводится: 

АО : ВО=ВР : БС (3). 
то есть периендикулярз, опущенный изь вершины прямаго угла на 
гипотенузу, есть средняя пропорщональная линля лежду отутъзками 
гипотенузы. ®‚ 

221, Сравнимъ стороны прямоугольнато треугольника и высоту его 
какою нибудь единицею линейной мфры, которую означимъ буквою 2,1 
пусть АВ=аХ, ВС=6%, АС—ей, ВО=ай, Аб=ей, Ср. 

Изъ пропорщи (1) будетъ слфдовать, вставивъ равныя величины ви}. 
сто равныхт, 





ей ; ай-ай : ск, 
или, сокративъ на К. е: а=4 : 6, 
откуда а—ес (4) . 
то есть квадратъ числа единицъ линейной мЪры, заключающихся ВЪ 
теть а, равняется произведению чиселъ, показывающихь отношене типо 
тенузы АС и прилежащато отр$фзка АД къ той же единиц. 
Изъ пропоршн (2) такимъ же образемъ выведемъ, вставивъ равный 
величины вмфето равныхъ: 
ТА : бА=0К : сей 
нли 6—6 :с 
откуда слфдуетъ, что 67 (5), Сложивъ оба уравнения (4) и (5) получим? 
а? 6— ес 
или а 6—с (е-+Р) 
но е+ Р==с 
елЪд. а 6, 
то есть, сумма хвадратовз чиселз, выражающихв отношенме о. 
катетовх из единиць, равнлется пвадрату числа выражающе! 
отношете зипотенузы из той же единиц. . 
Эта теорема, известная подъ нменемъ Пиеаторовой, въ честь изобрьт 
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теля, есть одно изъ главнфйшихъ и основных геометрическихь предло- 
жен. Она въ послфдетьи будеть доказана еще другямъ образомъ. 

222. Покажемъ рёшене нфкоторыхъ задачь, на ней основанныгъ. Поло- 
жимъ, что въ прямоугольномъ треугольник катеть’ АВ-8, ВС—6, и 
хребуется найти число выражающее гипотенузу. Для краткости мы будемъ 
впредь вмфсто чисель брать свои лини, такъ какъ принятыя числа ио- 
вавывають величину лин!Й. Изъ $ 221 слфдуетъ: 

_ АВ? ВС? — АС? 
или 82-- 6*— АС? 


64 36 — АС? 
ПАС? — 100 
АС =” 100 
АС = 10 


то ееть АС равняется 10 такимъ единицамъ, какихъ въ АВ 8, а въ ВС 6. 

223. Другая задача. Положимъ, что гинотенуза АС извъетна и равна 

10, сверхъ того катеть ВС=6; требуется найти катеть АВ. Изъ $ 221 
слфдуетъ: 
АВ*-- ВС?=АС? 
Ветавивъ равныя величины вмЪсто равныхъ, получимъ: 
6+ АВ—10? 
слёд. АВЕИ  64=8. 

224. На нодоби треугольниковъ основаны также отноеня между нря- 
мыми, проводимыми въ кругВ. Положимъ, что (черт. 127) въ круг про- 
ведены двф переебкающияся хорды АВ и СР. Проведя хорды СВ й АБ, 
составимъ два треугольника ОСВ и ОАО, въ которых /СОВ=иАОр 
какъ противоположные ($ 30); /С=/А, нотому что изифряются полови- 
ною одной и той же дуги ВО; и посему ($ 102) Л ОбВ < Л 04Б. 
Изъ подобя же треугольниковъ елфдуеть ($ 209). 

ОС : АО—=ОВ : ОБ 
10 есть части двуть пересъкающится тордз обратно пропорциональны. 

225. Если бы одна изъ хордъ СР (черт. 128) была данетромъ. а дру+ 
тая АВ къ ней перпендикулярна, то посяфдная въ точк О раздвлилась 
бы поноламъ, то есть АО=ОВ, и тогда бы пропоршя 

ОС : АО—ОВ : ОР ($ 224) 
обратилась бы въ сльдующую; 
ОС : АО—АО : ОБ. 
Н такъ перпендикулярз АО, возставленный изъ произвольной точки О 
0’аметра СР до окружности, еств средняя пропоршоналная линая 
между отръзками Фаметра. 


996. Изъ этато же слёдуеть, чтобъ найти“ среднюю пропорионамю- 
ную между прямыми (черт. 129) а и 6, стоитъ ТОЛЬКО ОТЛОЖИТЬ ВХЪ 
одну нодлв другой, потомь на суми$ ихъ АС описать полуокружность 
АВС, изъ точки О, отдфляющей 06% прямыя, возставить. нерпендикуляръ 
РВ ло окружности, которой и будетъ искомая прямая, потому что 10.8 225 

АО: ОВ=рВ : ОС. 

927. Ироведя хорду АС (черт. 128), можно вывести. а про- 
поршю: 
ОС : АС—АС : С (65 219) 
то есть, всякая хорда, проведенная чрезъ конець д1аметра, есть средняя 
пропорцюнальная между Маметромъь и его отрфзкомъ, соетавленнымт 
периендякуляромъ, опущеннымь изъ другой конечной точки хорды ва 
д1аметрт. 

На этомъ предположени основано другое рышене задачи: найти сред 
нюю пропоршональную между двумя прямыми а и 6. Для сего (черт. 130} 
примемъ большую прямую а за д1аметръ, отложимъь на ней меньшую 6, 
и изъ конечной точки О прямой АО—Ь, возставимъ до окружности пер- 
пендикуляръ ОЕ. Хорда АЕ будеть искомая прямая, потому что 
—АЕ:6 ($ 219). 

228. Двь съкушия (черт. 131), выходящая из одной точки, взятой 
внъ окружности, и продолженныя 00 ея отдалениъйшей части, 
обратно пропормональны внъшиимз ить частямз, то веть 

АВ : ВОВЕ : ВЕ. 

Для доказательства проведемъ хорды АЕ и СЕ и такимъ способом 
соетавимъ два треугольника АВЕ и СВЕ, которые подобны между с0б0ю, 
потому что два угла одного порознь равны двумъ угламъ другаго ($ 202) 
а именно /В есть обний обоимъ треутольникамъ; сверхъ того ДА=6, 
такъ какъ измфряются половиною одной и той же дуги ЕЁ ($ 151); #% 
подоб1я же треугольниковъ слфдуеть: 

АВ : ВС==ВЕ ;: ВЕ ($ 308), 
что и требовалось доказать. 

229. Если себф предетавямъ, что сфкущая ВС обрашаетея около 8. 
какъ около центра, удаляясь отъь АВ, то точки пересечения Е:и С будут? 
сближаться, и разность между всею ВС и внфшнею ея част ВЕ. будет 
безпрерывно уменьшатъея. При звсякомъ положении ВС вышевыведеняй 
проморщя остается справедливою, посему нЪтъ никакой причины сом 
ватьея въ ея справедливости и въ томъ елучаф, когда разность межд 
ВС и ВЕ сдфлается равною нулю, то есть когда ВС будетъ касатьея № 
р р С’, или сдфлаетея касательною. И тогда будемъ имЪть ($ 228) 

. “\. АВ : ВС=ВС’: ВЕ 
то есть, если изъ одной точки, внф окружности, проведутея прямая ие 








— ТЕ — 


ресфкающая оЕружность въ двухъ точкахь и касательная, то хагватель- 


ная есть средняя пропоршональная между всею съкушею в ея виъш- 
нею частзю. 


230. Впрочемъ это предложене можеть быть доказано независимо отъ 
предъидущаго. Пусть (черт. 132) изъ точки В проведены сфкущая ВА и 
касательная ВС. Проведя прямыя АС и СЕ, получимъ два подобныхъ 
треугольника АВС и ЕВС, потому что два угла однаго равны порознь 
двумъ угламъ другаго, и именно /В есть облий, и /А=ЕСВ, потому 
что измфряются половиною одной и той же дуги ЕС (85 152, 157). Изъ 
нодобя же треугольниковъ и елфдуетъ, что 

АВ : ВС=ВС : ВЕ, 
что и доказать надлежало. 

231. Положимъ, что сфкущая АВ проходить чрезъ центръ, и касатель- 
ная ВС равна даметру круга АСЕ, и разсмотримъ, камя слЪдетйя въ 
такомъ случаф можно вывесть изъ вышедоказанной пропорщши: 

АЗ : ВС=ВС : ВЕ 
АВ—ВС : ВС=ВС-БЕ : ВЕ (Ариом. $ 130) (1; 
но какъ, по условию, ВСЕ==АЕ т0 АВ-ВС—АВ—АЕ=ВЕ. Далфе, отло- 
живъ ВЕ на ВС отъ точки В до Е, будемъ имфть СЕЕВС—ВЕ. Ветавивъ 
въ пропорщн (1} равныл величины вмЪсто равныхъ, получимъ: ВЕ : ВС 
=0Е : ВЕ 
Перемстявъ члены, и ноставивъ ВЕ вмфето ВЕ, будемъ имЪть 
ВС : ВЕБЕ ; СЕ. 

Изъ чего видно, что прямая ВС въ точкф К дьлится таьъ, что больнй 
отрфзокъ ЕВ есть средняя иропоршюнальная величина между ифлою пря- 
мою и меньшимъ отрфзкомъ, или, какъ говорятъ, прямая СВ въ точ Е 
дълится в суеднемь и крайнемз отношении. 


232. Изъ сказаннаго видно, чтобы раздълить прямую В вг крайнем 
% среднемь отношении, должно выполнить слёдующия условя: ВС должва 
одною конечною точкою касаться круга, коего дламетръ равенъ данной 
ВС, а чрезъь другую конечную точку В и чрезъь центръ круга надобно 
провести сЪкушую, и внЪшнюю ея часть ЕВ отложить на данной прямой 
отъ В до Е; и тогда данная прямая ВС раздфлится мъ точкБ Е, какъ 
требуется въ задачЪ. Чтобъ выполнить эти условя, должно сдаать сл 
дующее построеше (черт. 133): изъ конечной точки С данной прямон ВС 
возставить иерпендикуляръ СО, равный половинЪ прямой ВС, и описать 
изъ О кругь АСЕ, который будеть касаться прямой ВС, нотому что ВС 
периендикулярна къ радусу 0С; а даметръ круга будетъ равенъ ВС. 
такъ какъь радуеъ его—'. БС. Оетальное все уже выведено въ пред\- 
идушемъ параграф. 





=. = 
11. 0 подобныхь многоугольникахъ. 


233. Подобными многоугольниками называются таке, въ которыхъ углы 
порознь равны, и стороны между равными углами лежалия пропорональны. 
Предложеня, къ нимъ относяняся, основаны на подоби треугольников. 

234. Два мноюугольника АВСГЕЕ и абс@е} (черт. 134), составленные 
изъ одинаковало числа подобныхь и подобным образомз расположен- 
ныхё треуюльниковь, подобны. : 

По увловю,`/\ АЕЕ © ДЛ а, Л АЕ ® Л ай ит. д. Попе 
чин подоб1я треугольниковъ углы многоугольниковъ равны, каждый кад- 
дому, напримфрь /Е=/Х, какъ углы соотвЪтетвенные подобныхъ тре 
угольниковъ; /ЕЕР== /{еа, потому что первый составленъ изъ углов 
ЕЕА и АЕО, которые равны угламъ/еа и аеа, воставляющимъ уголь #24. 
Такимъ же образомъ доказывается равенство и прочихь угловъ обои 
многоугольниковъ. 


Изъ подобя треугольниковь АЕЕ и а/е выводятся слфдующя равны 
отношения: 

АЕ ; а-ЕЕЕ : 2=ЕА : еа (1) 

Изъ подобныхь же треугольниковь АЕР и ае4 

ЕА : еа=ЕЛ ; ед4==АГ : а4 (2) 
Далфе, изъ подобныхъ треугольниковъ АПС и а4с, 
АО : а4=0С : 4—АС : ас (3) 

Послфдн!я отношеня каждаго ряда равняются первому отношевю 1 
слфдующато; посему всв отношен!и равны; изъ сего же и слфдуеть, 410 
АЕ : а}=ЕЕ : 2—Е О : е4-00 : 46 ит. д. 
то есть сходетвенныя стороны обоихъ многоугольниковъ пропорщональнй: 
а какъ сверхъ того и соотвфтствуюние углы равны, то мнотоугольнияй 

подобны. 

235. Если два мнозоузольника АВСПЕЕ и абсаеР (черт. 134) модобны, 
то они мозутз быть раздьлены на одинакое число подобныхз и п 
бобнымз образомз расположенныхть треугольнииова. 

Такъ такъ по условю мнотоугольники подобны, то соотвфтствующе 
углы равны и сходотвенныя стороны пропорщюональны. Изъ сего мож 
вывесть, что /\ АЕЕ © Л а6} ($ 207), потому что АЕ: а/—=ЕЕ : № 
и сверхъ того ХЕ ИР. Изъь подобя же этихъ треугольниковъ слфдует» 
что /КЕА/Геа; но какъ ифлый уголь ЕЕО—, какъ сходственние 
углы МНОГОуГОЛЬНИковЪ, то. посему и остальныя части углов, /АЕД 
{че4, также должны быть равны. Сверхъ того, изъ подобя тфхь # 
треугольниковь АГЕ и а}, елЪдуетъ, что 

ЕЕ : /е-АЕ : ае 
но РЕ: 6—ЕР : ва 


ты 


потому что сходетвенныя стороны подобныхь многоугольниковъ пропор- 
щональны; а изъ этихь двухъ пропорщй выводится, что 

АЕ : ае==ЕО ; е4. 
Присоединивъ къ этому условю вышевыведенное равенство угловь АЕ 
и ае4, убфдимся ($ 207), что и вторые треугольники АЕД и аей подобны. 
Точно такимъ же образомъ выводимъ подобе и веЪхъ другихъ соотвЪт- 
ствующихъ треугольниковъ: АПС и аас, АСВ иасб, сколько бы ихъ ни было. 

236. Основываясь на предъидущихъ нредложеняхъ весьма легко рёшить 
задачу: 

На данной прямой аб (черт. 134) хестроите мнозоуюльнихь, по- 
добный данному многоугольниху АВСОЕЕ. 

Для того построимъ на прямой аб треутольникъ @6с, подобный АВС, 
10 какому нибудь снособу, показанному въ 5 210; иотомъ начертимъ на 
96 треугольникъ ас4, подобный треугольнику АСР и т. д. нока не будетъ 
ностроенъ рядъ треугольниковъ, подобныхь треугольникаиъ, изъ которыхъ 
‘оставленъ многоугольникъ АВСПЕЕ. 0чевидно, ($ 234) что такимъ обра- 
зомъ составленный мнотоугольникъ абс@еР долженъ быть подобенъ много- 
угольнику АВСОЕЕ. 

237. Можно начертить многоугольникъ, подобный многоугольникуАВСОЕЕ 
еще проще. Отложивъ на сторонф АВ часть Аб’—аб, проведемъ изъ точки 
в’ прямую с’ параллельно ВС, до пересфченя съ д1агональю АС въ точЕЪ 
6; далфе, изъ точки с’ прямую с'@’ параллельно СР и проч. Очевидно, 
ЧТо такимъ образомъ происшедийе треугольники А’, А’ и т.д. 
подобны треугольникамъ АВС, АСР ит. д.; а посему и многоугольникъ 
Асер подобенъ многоугольнику АВСОЕЕ ($ 234). 

238. Въ предъидущихъ чертежахъ д1агонали были проведены изъ вер- 
шины одного и того же угла; но способъ поетроенмя подобныхъ много- 
Угольниковъ остается тоть же и для тфхъ случаевъ. когда дагонали 
будуть проведены изъ разныхъ вершинъ;: изъ этихъ поелднихь случаевъ 
оДинъ въ особенности заслуживаеть вниманшя, потому что въ послёдетни 
можеть имфть различныя примфнешя. Онъ состоитъ въ тонъ, что соединя- 
ютЪ вершины вефтъ угловъ съ конечными точками какой-нибудь изъ сторонъ. 

И такъ пусть будуть данные многоугольники АВСРЕ и абсае (черт. 
135). Соединимъ вершины угловъ Е, 0, С съ конечными точками прямой 
АВ линями ЕВ, РА, ОВ, СА, и вершины угловъ е, 4, с прямыми её, 
аа, 4, са съ конечными точками прямой аб. Такимъ образомъ на чено- 
вании АВ составатся три треугольника АЕВ, АПВ, АСВ, а на оснавани 
аб треугольники аб, аб, аб. Докажемъ, что если эти треугольники 
подобны, то есть, если треугольвикъ АЕВ 02 треугольнику 466, треу- 
тольникь АПВ подобенъ треугольнику а4 и т. д., то многоугольники 
подобны. 








По условю, ^ АЕВ © ае6; слБдовательно 
АВ : 46=ВЕ : 66; и уль АВЕУГлУ абе; р 
изъ подобя же треугольниковъ АВЬ и а46 Е _ в 
а, и утолъ АВР равенъ 446; и посему ВЕ : 6е— : . о 
ХАВЕ= 2 а6а— Г аёе, или ХЕВО—= 04. Бели же въ дву т 
никахъ ЕВРО и 664. стороны, заключаюния разные углы, ее й __ 
то ($ 207) треугольники подобны. Такимъ 5. и т ь . я 
иодсбе слёдующихъ соотвЪтственныхь треугольниковъ и | нЕ 
доказаннато же лодойя треугольниковъ слфдуеть нодобе многоуголь 
АВС абсае ($ 234). 
т ны —. а многоугольникахт, всё сходетвенныя — 
роны пропоршональны, то изъ этого елфдуетъ, что суммы р: — 
периметры подобныхь мнооулольникове относятся между собою и 
катя нибудь сходственныя стороны. И въ еамомъ дфлВ, изъ Иод 
мнотоутольниковъ (черт. 135) АВСОЕ и абеае слфдуетъ: 
АВ : а6=ВС ; 66; 
АЕ : ае=ВС : 6: 
ЕО : е4=ВС : 65; 
РС: @&==В0С : 65; 
ВС: М=ВС : 65; 
сложивъ сходственные члены (Арием. $ 129), и означивъ число сторон? 
п, получим: , 
АВ--АЕ-ГЕР--ОС--ВС : аб--ае-ед-+@-бе=8ВС : пфе или 10 6° 
хращени членовъ втораго отношевшя на Я, 
Пернм. АВСОЕ : перим. абс4е—ВС : 66, 
что и доказать надлежало. 
240. Какъ въ правильныхъ многоугольникахь одинаковато числа. вторн" 
не только суммы утловъ, но и самые углы порознь равны ($$ 123, 18 
и еверхъ того ве стороны одного имфютъ одно и тоже отношене 7 
сторонамъ другаго, нотому что онф равны въ обоих м нотоугольникау* 
то посему правильные мноюугольники одинакаго числа сторон ы 
добны. Объяенимъ частнымъ примфромъ. Пусть (черт. 136) будуть АВС 
и абейе данные правильные многоутольники. Углы перваго многоугольние 
не только между собою раны, но и равны угламъ вторато, нотому и 


каждый уголъ равенъ о. (124), а количество д для обоихъ мно" 
: ыы АВ_ЕС_ С 1. 
утольниковъ, но услов1ю, одно и тоже. Серхъ еето и т. 
потому что числители и знаменатели этихъ дробныхъ величинъ ране 
И та углы данныхъ многоугольниковъ равны между собою, тож 
каждому, и стороны иропорщональны, слфд. многоугольники подобны. 


ао ч 
241. Сльлетие. Пернметры ($ 259) правильныхъ многоугольни 





Ее 


одинаковато числа сторонъ относятся какъ сходетвенныя стороны, слёд. 
и (черт. 136) 

перим. АВСОЕ : перим. абс4е—©Ср : с4 (1). 

Проведя радтусы ОС, О, ос, 04, и аповемы ОЕ, ог, получимъ вс первыхъ 
($ 207), подобные треугольники ОСО, ой, потому что уголъ СОР==угау 
04, такъ какъ каждый изъ нихъь равенъ ы ($ 124), и сверхъ того 


ос ов . , 
‘в =оа Потому что члены обоихъ дробныхъ выраженй разны между собою. 


Изъ подобя же треугольниковъ слФдуетъ, что 

СО : с4--0С : 0=0Е : 9$ ($ 211) 
то есть въ правильныхъ многоугольникахъ, одинаковахто числа сторонъ, 
стороны относятся между. собою какъ радусы круговъ, описанныхъ или 
ВНИСанныхъ. 

Ветавивъ. въ пропорщи (1) вмфсто отношеня СО; с@ равныя ему от- 

ношен!я, получимъ: 

Перим. АВСОЕ : перим. а664е—0С : ос ОЕ : др, 
т. е. лериметры правильныхь многоугольников 5 одинакао числа сто- 
ронз относятся между собою такз наиз радзусы круговь, описанныть 
или вписанныхв. 

242. Въ 5 165 было показано какимъ образомъ, по данному правиль- 
ному многоугольнику, виисанному въ круг, абсае} (черт. 94), можно они- 
вать около круга правильный многоугольникь АВСРЕЕ такого же числа 
сторонъ. Эти два многоугольника но $ 240 должны быть подобны, и ихъ 
периметры относятся между с0бою какъ радусы круговъ виисанныхъ 
($ 241) т. е. 

Перим. АВСОЕЕ : перям. абсае}—Оа : 04. 

Но разноеть между радусомъ Оа и ановемою того же круга ОЛ (5 174} 
можеть быть слвлана менфе веякой данной величины, чрезъ увеличе- 
ве числа сторонъ правильныхЪ многоугольниковъ, виисанныхъ и опиеён- 


НЫУЪ, такъ что знаменатель отношен1я м, будетъ приближаться къ 1. 

Пер. АВСПВЕЕ 
пер. че ЧеЁ 
и 1 можетъ быть едЪлана менфе всякой данной величины, или другими 
словами: увеличивая число сторонъ описанныхь и внисанныхъ въ круг 
правильных многоутольниковъ. можно разность мезду ихъ нериметраин 
сдзлать менфе всякой данной величины. 

243. Окружность круга (черт. 95) заключается между нериметрами 
оннсаннаго и зписаннаго инотоугольника. Что она болфе периметра вписан- 
наго многоугольвика—это очевидно, потому что окружность разделена 
на столько дугъ, сколько еторонъ въ многоугольникЪ, представляющихъ 
хорды круга; и какъ каждая дуга болфе хорды ей соотвфствующей, по- 


то изъ того и слёдуетъ, что н разноеть между отношенемъ 





ни. 


бе 


сякой лини, проведенной между тфми же точ: 


ямая менЪе в ри 
Е в изъ этого слфдуетъ, что вумма ве хЪ дугЪ вмфетЪ взятыхъ, 
ками (3 *> 


“ность. болъе суммы вефхъ хордъ ихъ стягивающихъ, или пери- 
ра г ника внисаннато въ круг. 
а а : Ь ева перкметра многоугольника онисаннаго 05010 
—. на. уже точнфйшаго изелФдования. Пусть (черт. 95) коль 
= ве онисанъ многоутольникъ 5996; будетъ ли онъ правильный 
К ненравильный, но во всякомъ случа его периметръ болфе а 
круга. Еели докажемъ, что ломанная 206, объемлющая дут 966, о 
веденная между тфми же точками @ и р, боле дуги ас, то предло — 
слЪлаетея совершенно очевиднымт, нотому чтъ о другихь частяхъ окру | 
ности и ихъ объемлющихь ломанныхъ линяхь можно сдфлать то # 
завлючене. 

Очевидно. что между конечными точками а и Ъ дуги асб можно про 
зести много объемлющихь ломанныхъ лин, и еели дуга не есть мень- 
шая линя, то непремфнно въ числЪ леманныхь должна быть одна т 
прочихъ, и менфе дуги или, ио крайней м®рЪ, равна еИ. Пусть тив 
а96 бужеть эта объемлющая лин!я. Между ломанною 990 и друтою . 
проведемъ произвольную прямую Фе, которая пересекла бы ломанную 


точкахъ [и е нотому что 


тому 


Че<аде ($ 4), 
прямая короче ломанной, проведенной между тЪми же точками. Прибавив* 
къ объимъ частямъ неравенства а4--еб, получимъ: 
ае-+ аб--еь<аде--аа-еб 
или ломан. а4еб<ломан. а96 

И такъ объемлющая ломанная @466 менфе объемлющей“ ломанной адГ: 
между тЪмъ какъ, по условю, а06 должна быть короче везхъ объеме 
щихъ ломанныхь лин. СлЪд. таковое предиоложоне не можеть им 
мъета: а изъ сего слфдуетъ, что дуга ас6 должна быть менфе веъхъ от 
емлюшихъ ломанныхъ, проведенныхъ между тфми же конечными точками, 

Изь этато же можно заключить, что и еумма вефхъ дугъ, составляю! 
ихъ окружность, должна быть менфе суммы вефхъ ломанныхъ, объемлюй! 
ихъ дуги, носему и менфе периметра описаннаго многоугольника, боста! 
леннаго изъ такихъ ломанныхь линий. 

244. Въ $ 242 было доказано, что разность между периметрами они! 
ныхъ и виисанныхЪ въ круг правильныхъ многоугольниковъ тЪмъ мене 
чмъ болфе еторонъ въ мнотоугольникахъ, и что эта разность может? 
быть едфлана менфе всякой данной величины, какъ эта нпоедфдняя мал 
бы ни была. А какь окружность круга ($ 243) менфе периметра опиеай' 


наго многоугольника, а боле периметра винсаннаго, то тЪмъ боле р” 


а |" 
ность между окружностю и каждымъ изъ означенныхь периметровъ У 


РОО 


жетъ быть сдфлана менфе всякой данной величины. Изъ сего же слфдуетъ, 
что окружноеть круга есть предЪль периметра правильнаго мнотоуголь- 
ника, какъ вписаннаго такъ и онисаннаго около него ($ 9). 

245. Если даны двЪ концентричесыя окружности. то въ болыпей можно 
вписать правильный многоугольникъ, коего стороны не касали"ь бы мень- 
шей окружности, и около носл$дней можно описать правильный много- 
угольникъ, коего стороны не касадиеь бы большей окружности. 

Пусть (черт. 137) СА и СВ суть радуеы двухъ концентрическихъ 
круговъ. Нзъ произвольно взятой точки А на меньшей окружности про- 
ведемъ касательную №М до пересЪченя съ большею окружноетю въ 
точкахъ Ми \. Предетавимъ себЪ, что въ бодышей окружности, но пра- 
виламъ, прежде уже выведеннымъ, вииелитЪ какой нибудь многоутольниктъ, 
напримфръ квадратъ или шестиугольнякт. Вели дуга, стятиваемая сто- 
роною мнотоутольника, боле дуги ВМ, то въ такомъ случаЪ будемъ 
дФлить стягиваемую дугу пополамъ до тбхъ поръ, пока не получимъ 
дуги, меныней дуги МВХ. Пусть РВО тажовая дуга. средина которой В, 
по уеловшю. совпадаетъ съ срединою дуги ХВМ: въ такомъ случаЪ хорла 
ее стягивающая РФ будеть стороною требуемато правильнато многоуголь- 
ника. Что РО есть сторона правильнаго многоугольника, это слфдуетъ 
изъ самато ностроеня, натому что дуга РВО можетъ быть отложена въ 
окружности пфлое чиело разъ ($ 170). Что сторона РО, такъ какъ И 10$ 
нрочёя стороны мнсгоутольника, не будетъ касаться меньшей окружности, 
это слфдуетъ изъ того, что хордь РО, будучи меныие ХМ, далфе отстоитъ 
отъ центра С нежеди касательная ММ. 

Представимъ теперь себф, что около менышей окружности описанъ пра- 
вильный многоутольникъ, коего стороны менфе касательной УМ. что всег- 
Да возможно, потому что при каждомъ послЪдовательномъ улвоен!и числа 
сторонъ, стороны едфлаются менфе. Пусть будеть ОЕ сторона такого 
многоугольника. Еели около построеннаго многоугольника вообразнм® себЪ 
описанный кругь РЕК, то радёуеъ его СЕ очевидно долженъ быть менфе 
радиуса ВС; и посему периметръ многоугольника, заключаюшагося въ 
окружноети РЕК, не можеть касаться больней окружности УВМЕ. 


ГУ. 0бъ отношенйи окружностей. 


246. Мы видфли, что перяметры правильныхт многоугольниковъ ($ 241). 
виисанныхь въ окружностяхь, или около нихъ описанныхь, относятся 
между собою какъ рад1усы круговъ. если только число еторонъ въ много- 
угольникахъ будетъ одинаково. Это отношене останется тоже самое. есля 
число сторонъ будеть увеличено въ одинакое чиело разЪ. Но такъ съ 
увеличенемъ числа сторонъ разность между периметрами опясанныхь и 
вписанных многоугольников и окружностями дфлается менфе и менфе, 





аб 


Переставивъ во поелёдней пропорши средне члены, получимъ: то веть, 
С: Ве: 
отношене между окружностию иея радусомъ во вефхъ крутахъ одинаково. 
И такъ, если найдено будеть отношене между окружносттю и рад1усомъ 
къ какомъ либо круг, вмфетв съ тмъ опредфлится это отношен!е для 
вефхъ окружностей. 

Означивъ знаменателя отношен1я между окружности и даметромъ 
буквою л, окружность С, радуеъ В, дламетръ О, будемъ имфть слЪдующи 
уравненя. 

(С—лр. 
и какъ 0-=2 В, то также имфемъ: 
ОС—2лВ, 
И такъ, если бы извфетна была окружность С, то изъ послфдняго урав 
немя имфли бы: 
С 
В 
2 

250. Очевидно, что знаменатель отношеня между окружност!ю и д1амет- 
ромъ можеть быть приблизительно найденъ посредетвомъ вычисления 
периметровъ такихъ многоугольниковъ, которые можно вписать въ окр’ 
жности и описать, основываясь на прежде доказанных предложениях». 
Отношешя ихъ периметровъ къ рад1усу, или даметру, могутъ быть опре 
дфлены етоль ириблизительныя къ настоящимъ, какъ только требуется 
Ц какъ величина окружности заключается между периметрами соотвЪтст 
вующихъ внисачныхь и описанныхъ правильныхь многоугольниковъ, № 
новему и отношене между окружностю и радусомъ можетъ быть ош 
дълено такь близко къ настоящему, что разность между найденным? 
знаменателемь отногешя и истинньмъ можеть быть сдфлана мен 
всякой данной величины. какъ бы мала она ни была. Для опредфдени 
этого отношенля нужно рышить слфдуюция двЪ задачи; 

251. 1. По данной сторонть вписанназо правильнало мнозоугольний 
найти величину стороны вписаннало многоуюльника, имъюший 
вдвое болъе сторонз. 

Пусть будеть АВ (черт. 140) сторона какого нибудь правильнаго мно 
угольника; означимъ ее длл краткости буквою а. Опустивъ изъ центри 
С периендикуляръ СЕ на АВ, продолжимъ его до пересфченя О съ А 
получимъ сторону виисаннаго правильнаго многоугольника, имфюша! 
‘вдвое болфе сторонъ, АР ($ 170). Проведя АЕ, составимъ прямоугольнй 
треугольникь РАЕ ($ 153), въ которомъ по $ 219 имфемъ: 

ЕО : АРА ; БЕ. 
Взявъ произведения среднихъ и крайнихъ членов, и означивъ для ра" 


р 


кости радусъ РС буквою 7, даметръ ОЕ чрезъ 27, а сторону АО бук- 
вою х, получимъ: 


д°—2г. ЕБ (0 Е 
ЕО—10С—ЕС; а ЕС (0$ 221-У 46—48 = (; р 
а И 47 — а? 1 а 

=у ›- ‘=И ^-} 55 И 47-@ Поставив въ ура 
неми ЕР ос ЕС, вмЪето РС и ЕС равныя имъ. зезячины, будемъ имЪть: 

ЕО—г— № И 47? 
Ветавивъ въ уравнени (1) вмЪсто ЕО, и 

1—0" (г— И 42а а?) 


перемноживъ на самомъ дфлБ будетъ: 
27—98 47*—а? (ИП. 
Но какъ вс лиШи, проводимыя въ круг, сравниваются съ радусомъ, 
то посему его принимать за единицу, и тогда будетъ: 
2—9 — У4- а? (1\.. 

Й такъ хвадратъ стороны вписаннаго правильнаго многоугольнива, 
имЪющаго вдвое болфе еторонъ въ сравнени съ даннымъ, равняется 2 
безъ квадратнаго корня изъ 4, уменьшенныхъ квадратомъ числа, выражаю- 
шаго сторону даннаго многоугольника, принимая радтусъ за единицу. 

Положимъ теперь, что первоначально внисанъ правильный шестиуголь- 
никъ. Въ такомъ случа а=1, потому что ($ 167) сторона правильнаго 
шестиутольника внисаннаго равняется радёусу. (Для краткости буденъ 
означать сторопы внисанныхъ правильныхъ многоугольников римскими 
цифрами). Согласно съ прежде выведеннымъ выраженемъ (ТУ) имфемъ: 

ХИ Из — УИ 4—1 =-—УЗ 


ХХ —2 - ИУ4— ХИ—=2— ИИ = у: 2+ Из 
хУШе=2— У 4-ХХП = а 4—( — У 2+9 
—=?2-- Узи: 


ХСУЕ-—2— ИУ4—ХЕМИР=2— ИУ. 2+? ы. и 3) 
—2— у 2+ учи 3 


и посему число, выражающее отношене сторовы вии‹аннаго правильнаго 
96-ка къ рад1усу, Оу. 


и у? +7 ой: 3 


Геом. Буссе. 6 





а: 


-Изъ этого вычиеден!я очевидно какимъ способомъ опредфляютея стом 
ны и прочихъ правильныхъ многоугольников», происходящихь отъ удвонв 
ния числа сторонъ. 

Произведя на самомъ дфлЪ дъйствя, означенныя въ этихъ выражениях 
найдемъ что 


ХИ-—=0,517638090, а посему перим. 12-ка—6,2116571 
ХХГУ==0,261052384 » » 24-ка-—6,2652572 


ХГУШ-=0,130806258 ” ‚ 48-ка—=6,2787004 
ХСУ—=0,065438165 ” » 96-ка—6,2820638 
ит. д. 
953. П. Поданному периметру правильнаго мнотоулольниза, опиши 
наго вз круть, найти периметр» описаннаго правильнало многоуюг 
ника, имъющало столько же сторонз (черт. 140). 


Намъ уже извфетно, что, во первыхъ, нравильные многоугольни 
одинакаго числа еторонъ подобны (5 240); й. во вторыхъ, они относят 
между собою какъ радусы ихъ, или какъ ихъ аповемы ($ 241). И я 
означивъ периметръ описаннато мнотоугольникабуквою Р‚его аповемус,, пей 
метръ вписакнаго многоугольника буквою Р’, азпооему его ©’, будеиъ ин 

РР 
Но аповема описаннаго правильнаго многоугольника равняется ради 
вписаннаго круга, «==, и посему 

ра 
& аповема ЕС (ем. $ 251 уравн. П) или а-=М И 47°—а?, 





елфд. Р:Р—и: 1 47*—а?; 
или, такъ какъ 7 полагается равнымъ 1, 
Р:Р=;: №И 4— а; 
м 
а посему ни 
УИ 4—@? 


то есть периметръ какого нибудь правильнаго многоугольника, описан! 
около круга, равняется периметру вписаннаго правильнаго многоугольн" 
_ того же числа сторонъ, раздфленному на апоеему равняющуюся половине? 
дратнаго корня изъ 4 безъ квадрата стороны того же многоугольника. И 187 
Перим. впис. прав. 96-ка 
нуко ” 
‚ похазанныя здфеь дЪйствя, найдемъ, 
что периметръ опис. правильн. 96-ка—6,2854292. 

Изъ этого же слфдуетъ, что окружность круга, которая боле пер® 


впис. прав. 96-ка и менфе перим. описаннаго прав. 96-ка будеть 345? 
чаться между. 





Перим. опис. прав. 96-ва-—=— 





8,2820638 и 6,2854292; 


на о 


& посему первыя три цыфры, 6,28...... 
быть вфрными. 
253. Поступая, какъ выше показано, мы бы послфдовательно нашли что 


общая обоимъ числамъ, должны 


Перим. вписан. прав. 192-кА—6, 282905 
перим. описан. прав. 192-ка--_6,283746 
нерим. вписан. прав. 354-ка—6,283115 
иерим. описан. прав. 384-ка- :6.283326 
перим. вписан. ирав. 786-ка---6,283168 
перим. описан. прав. 786-ка=-6,283220 
перим. внисан. пра. 1536-ка--6,283181 
перим. ониевн. прав. 1536-ка=6,283194 
церим, виисан. прав. 3072-ка-—-6,283184 
перим. описан. прав. 3072-ка-- 6,28318% 


Изъ этой таблицы ясно видно, что разность между нериметрами опи- 

ванных и вийсанныхь многоугольниковъ дфлается менфе и менЪе, такъ 
1 

что въ послфднихъ она менфе о 

100,000 

Дробей, обилия обфимъ, должны быть обния и для окружности, который 


первыя 5 цифръ десятичныхъ 


диина въ такомъ случаЪ опредфляется вФрно до—=———- (радтуса прини- 


маемаго за единицу). 

Изъ этой же таблицы можно заключить, что чфмъ боле сторонъ будетъ 
въ многоугольникЪ, тЪыъ приблизительнфе опредфлится отношение 
л и этому приближеню нЪфтъ границ. Знаменитый въ древности 
геометръ Архимедъ (живиий въ 3-мъ стол. до Р. Х). остановился на 96-кЪ, 
и нашель извфетное и часто употреблаемое отношеше между окружностью 

22 
и даметромъ 31; или—. Посл того были опредфлены гораздо точнЪй- 
7 
р 335 . 
ция числа *), изъ которыхъ — заслуживаеть особенное вниманге по своей 
113 
простотв и приблизительноети, нотому что оно будучи обрашено въ десят. 
1 $ . 
дробь, вЪрно до —-—— 910 отношене принисываютъ Петру Мешю. 
ВЕК е 100,000 

(*) По вычислен1яиъ Ланья (1.4917) Млметръ относится къ овружяости кажъь 1: 

8 14159258:8979823886264338279502884197169399 
337510582097424459230781640695620899862805452 
531211705795214908.;513282306647(н138446. 

Это отношен!е столь точно, что при вычислении окружности, коей 3 м 
сто мизщоновъ пазъ болбе разстоявя земаи отъ солнца, цогршность был+ бы вст м 

„баизительнато 


мЮвОвЪ разъ менфе толщины волоска. Боле, кажется, нельзя требовать при 
вычисзеня. 


маметрь быль бы в0 


6 





Глава ту. 
О ИЗМЪРЕНТИ ПЛОШАДЕЙ. 
Т. О измёрени площадей прямолинейныхъ фигур. 


254. Раземотрьвъ свойства и отношеня прямыхъ лин!Й, составляюще 
траницы прямолинейныхъ фигуръ, можно тенеръ нристунить къ изм ре! 
илошалей, т, е. частей плоскости, ограниченныхь линыями. Чтобъ и 
рить какую-нибудь величину, должно найти отномен!е между нев 
дгугою съ ней однородною величиною, ирнпимаемою за единицу. Пох 
причин6 елфдуетъ енерва показать, въ. какомъ отношен1и находятся 
молинейныя фигуры при извфетныхЪь условяхъ. 

255. Мы видфли, что два треугольника при н%которнхъ’ услови 
наприм. когда три стороны одного порознь равны тремъ сторонам 1 
таго, еовершенно совыфщаются, и остальныя части, то есть углы, т 
равны. Таковые треугольники называются равными. Плошади ихъ, п 
какъ они совмфщаются, также должны быть равны, и посему измфряю 
одною и тою же мЪрою. По этой причины равные треугольники ( 
также равномърныя фигуры. 

Но равномфрныя фигуры не всегда бывають еовмфшающимися Г 
равными. Наприм. (черт. 141), если въ прямоугольник АВСО, прове» 
магональ АС, то получимъ ($ 120) два равныхъ треугольника АВС 
АСР. Проедолживь АВ на ВЕ, равную АВ, и соединив Си Е: и 
СЕ, построимъ треугольникъ ВСЕ равный Л АВС (557). Посему трем 
никъ АСЕ состоитъ изъ двухъ треугольников, АВС и СВЕ, между. 
бою равныхъ и равныхъ треуг. АВСи АСО изъ которыхъ составленъ ГЛАВ 
Изъ сего же слфдуетъ, что площади прямоугольника АВСО и треугольи 
АСЕ равномфрны, хотя очевидно они ие суть совмфщаюнияся фигуре 

256. Параллелогриммы АВСР и АВСЕ, имъющае равныя‘ основ 
и высоты, равномърны (черт. 142). 

Такъ какъ основашя параллелограммовъ, по условю, равны, то 10 
одинъ параллелограммъ можеть быть положенъ на другой такъ, чт! 
основашя совпадутъ, Но, но положеню, и высоты ихъ равны, то из®" 
слдуетъ, что сторона, параллельная основан!ю вторато паралаелогра! 
должна упасть на соотвфтетвующую сторону нерваго параллелограмиа * 
ея продолжен!е; въ противномъ сдучаЪ высоты ихъ не были бы р 

ДалЪе, треугольники АОЕ ин СВС равны ($ 57), НоТому что АО= 
АЕ—ВО какъ противолежапия стороны параллелограммовт: и углы р 
и СВС также равны, потому что сторены ихъ параллельны и отверй 
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обращены въ ту же сторону. Если отъ четыреугольника АВСЛ отнимемъ 
равные треугольники АОЕ и СВС, то получимъ равные остатки. И такъ 
нараллелотр. АВСЕ—параллелог. АВСО 
въ отношени къ ихъ нлошадямтъ, то есть они равномфрны. 
257. Два прямоузольника, имъющае равныя основамя и равныл 
высоты, нев толёко равно мтърны, но % равны. 


Пуеть (черт. 143) въ прямоугольннкахь АВСР и ЕЕСН, оспованя АВ 
и ЕЁ и высоты АР и ЕН равны. Такъ какъ АВ-СТ ($ 114), и ЕЕ= 
НС, то изъ тото слЪдуетъ, что ОС=НЕ. Подобнымъ же способомъ можно 
доказать, что ВС—ЕС. И такъ всф стороны одного прямоугольника равны 
порознь всвмъ стеронамъ другаго, и сверхъ того и углы однаго равны 
угламъ другато, иотому что вс углы прямые. Изъ сего же слфдуетъ, что 
965 фигуры, при наложени, должны совершенно совмфетитьея. 

258. Два прямоуоланика, имъюще равныя оспованля, относятся 
между собою, какз высоты. 

Пубть (черт. 144) въ данныхь прямоугольникахь АВСО и ЕЕСН осно- 
заня АВи ЕЁ равны. Въ отномени высотъ могутъ быть два случая: 
он мотутъ быть соизмфримы и несоизмЪримы. 

Первый случай. Пусть ВС и ЕС соизмфримы, и пусть въ первой за- 
ключаетея общая изъ ифра 7, а во второй 4 разъ. Раздфливъ ВС на 7_ 
частей, а ЕЕ на 4 части и проведя чрезъ точки дфленя прямыя, парал- 
лельныя основаню получимъ лъ перзомъ 7, а во второмъ 4 равнытъ 
между собою прямоугольника ($ 257), потому что основанйя и высоты ихъ 
равны. Н такъ. 

ППАВСР : 1 ЕЕ@Н-7 : 4 
но и ВС : КО—7 :4 
едВд. ГЛАВСО : ^ЕЕбН-=ВС ; ЕС, 
потому что два отношен!я, равныя одному и тому же третьему, должны 
быть равны между собою. 

259. Второй случай. Пусть высоты ВС и Еб несонзмримы. И въ этомъ 
случаЪ прямоугольники вохраняютъ то же самое отношене: но для боль- 
шато убфжденя докажемъ, что друтато отношен1я быть не можетъ. Пусть 
в 1-хъ (черт. 145), Г! АВС относится к® Г]ЕКСН не такъ казЪ ВС 
къ ЕС, во какъ ВС къ меньшей лини, ЕК, то есть, пусть 

Г]АВСР : Г] ЕРОН=ВС : ЖК. 
Предегавимъ себЪ высоту ВС, раздфленную на части, которыя были бы 
менфе КС: то очевидно, что по крайней мфрф одна точка дъленя О 
Доажна унасть между К и С, если части, на которыя ВС раздфлена, ио 
предположению, будуть отлагаемы по ЕС отъ точки Е. Проведя чрезъ 
Точку О прямую ОБ, пар ллельно основатю ЕЁ, составимъ прамоуголь- 
никъ ЕРОГ. который съ даняымъ прямоуг. АВС) иниЗетъ равныя осно- 
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вания ЕЕ иАВ, и соизмёримыя высоты ЕО и ВС; елфд., по 1-му слуш 
[] АВОСЬ : [] ЕЕОГ=ВС : ЕО 





но, по условтю, 

Г] АВОСЬ :.[] ЕЕСН==ВС : ЕК; 
сл%д., такъ какъ предъидущ!е члены этихъ пропорщй равны между в 
бою, то изъ послфдующихь можно бы было еоставить пропоршю: 

Г] ЕЕОГ : Г] ЕЕКаН=ЕО : ЕК, 
то есть, тогда менышй прямоутольникъ ЕРОГ, относилея бы къ больше 
ЕЕСН, такъ какъ больная линя КО къ меныней ЕК. Этого быть 
можеть, и посему сдфланное предиоложене несправедливо. 

Точно такимъ же образомъ опровертаелся предиоложеще, что прям 
АВСР относится къ прямоуг. ЕЕСН, такъ какъ ВС къ ливни, бы 
нежели ЕС. А изъ этого должно заключить, что во всякомъ случаз, 

г] АВСО : Г`ЕКЧН-ВС : №@. 

260. Слфдетве. Нели въ ирямоугольникахь высоты принять за 0618 
я, то въ ТакомЪ случа основаня едЪлаются высотами. А изъ 
сдфдуетъ (черт. 145), что прямоугольники АВСО и ЕЕСН, имфющи 
ныя высоты АВ и ЕК, должны относиться между собою такъ ихъ 068 
ня ВС и ЕС. 

261. Изъ предъидущихь параграфовъ слфдуетъ, что (черт. 146) яр 
уольнихи. имъющие разныя основаная и разныя высоты, относя 
между ссбою тпакз какз произведеная основанлй на высоты. И В 
момъ дфлЬ, отдоживъ на ВС прямую ВК-ЕН, и проведя КТ. параде 
ною АВ, получимъ: 

Г ]АВСО : САБКГ-ВОС : ВК ($ 258) 
ГЛАВКГ : ‚ ЕЕЯН-АВ : ЕЁ ($ 260). 
Перемноживъ соотвфтствующие члены обфихъ пропорщй, и сократив: 
АВКГ, будемъ имфть. 
Г АВСО : Г ]ЕЕ@Н--АВЖВС : ЕЕХВК 
вставивъ въ поелфднемъ член ЕН выфето ВК, подучимъ: 
| ГОАВСО : Г\ЕЕСОН-=АВЖХВС : ЕЕХЕН, 
что и довБазать надлежало. 

262. На поедЪднемъ выводЪ основано опредфлене отношеня дав 
прямоугольника къ другому прямоугольнику, принимаемому за елий 
илоскостной мфры. За единилу плоскостной мфры можетъ быть при 
веяый многоугольникт; но въ такомъ случаЪ эта единица была бы‘ 
вершенно произвольна. Посему и принимаютъ за единицу плоской 
мфры прямоугольникъ, коего стороны равны, то есть квадратъ, въ # 
ромъ сверхъ того каждая сторона есть единица линейной мфры, #8 
мЪръ: аршинъ, футъ, дюймъ и т. д. 

И такъ подожимъ (черт. 164), что прямоугольникь ЕЕСН есть в 
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ратъ, коего стороны суть единицы линейной м%ёры, и что требуется уз- 

нать, сколько разъ онъ содержитея въ первомъ прямоугольник АВОСЬ. 

Намъ уже извфстно ($ 261), что 

ПАВСЬ : СЕЕ@Н=-АВ.ВС : ЕРЖЕС. 

Чтобъ иайти требуемое, раздЪлимъ предъидуще члены на послфдующие: 
Г АВСБ__АВЖХ ВС 

или разложивъ вторую часть равенства на сомножитедли: 
ПАВСО_АВ. ВС (1) 
[ЕЕбН ЕЁ `Е@ 

Первая чаеть выражаеть число, оказывающее, сколько разЪ въ данномъ 
прямоугольникв содержится квадратъ ЕЕСН, принимаемый за единицу 
идоскостной мфры. 

Вторая часть равенства состоитъ изъ двухъ сомножителей, изъ кото- 
рыхъ первый показываетъ, сколько разъ въ основани АВ содержится 
единица линейной мЪры ЕЁ, а второй, сколько разъ въ высотв ВС 60- 
держится Г@, равная той же единиц® линейной мЪфры ЕЕ. 

И такъ, чтобъ найти требуемое число, которое показывало бы, сколько 
разъ въ прямоугольник АВСО содержится единица плоскостной мЪры, 
должно число показывающее, сколько разъ въ основаи АВ содержится 
единица соотвфтетвующей линейной мфры, умножить на число, показы- 
вающее, сколько разъ въ высот ВС содержится та же единица линейной мЪры. 

Для краткости и удобноети выражен!я въ уравнении (1) подразумваютъ, 
какъ единицу пдоскостной мфры, такъ и единицы линейной мфры, и въ 
такомъ случаф оно принимаетъ слЪдуюший видъ: 

| АВСО=АВЖВС, 
то есть, площадь прямоугольника равнлется произведеню изз обно- 
ванзя на высоту. 

263. Это заключене дЪлается совершенно натляднымъ въ тохъ случаз, 
котда стороны даннаго прямоутольника содержать въ себф единипу ли- 
нейной мЪры цфлое число разъ. ТТусть (черт. 147) въ основащя ММ ‹0- 
держится единица линейной мъры аб 4 раза, а ВЪ ВЫСОТЬ ОХ 5 раз. 
Проведя чрезь точки дфлешя выесты, прямыя параллельно основан1ю 
ММ, раздфлимъ весь прямоугольникь на 5 равныхь прямоугольниковъ. 
Каждый изъ этихъ 5 прямоугольниковъ раздълится еще на 4 равныя части, 
если изъ точекъ дфленя основан!я ММ ироведутся прямыя параллельно 
высот №0; сльд. прямоугольникь ММОР раздфлится на 5Ж4 малыхъ 
прямоугольниковъ, изъ коихь каждый равемъ ьвадрату абс (потому что 
ихъ основания и высоты равны основаню и высотф квадрата абс). 

Изъ этаго примЪра видимъ, что для опредфленя искомаго числа, ел$- 
дуеть только умножить число 5, иовазывающее, скольБо разъ единица 
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линейной мЪры содержится въ высот даннато прямоугольника, на числ 
4. показывающее, сколько разъ та же единица содержится въ оеновани, 
5 


264. (Слёдетые 1. Если въ прямоугольник ММОР (черт. 147) положим, 
что основ. М№—вые, №0, то прямоугольникь былъ бы квадратомт, 1 
мфра илошади его равнялась бы ММЖМУ, или второй степени его ст 
роны, то есть данный прямоугольникъ содержаль бы въ себё столь 
единицъ плоскостной мфры, сколько въ кавадратЪ числа, выражающаю 
основан!е ММ, заключается единиц. 


265. Слфдетве 2. Въ $ 256 было доказано, что нараллелограммы, нм 
пе равныя основаня и высоты, равномфрны; посему косоугольный п 
раллелограмъ АВС (черт. 148) равномфренъ прямоутольнику АВЕЕ; в 

[|] АВЕЕАВХЕВ (5 262) 
ел$д. и нараллелогр. АВСО—=АВУХЕВ, 
со есть, ялощадь всякаго параллелограмма равилется основаню АВ} 
умноженному на высоту (ЕВ). 





266. СлЬдетые 3. Въ предъидущемъ 5 доказано. что (черт. 149) 
параллелогр. АВСР=АВУХ СЕ. 
А какъ дагональ СВ дфлитъ паразхелограммъ на Два равных тре 
угольника, то каждый изъ нихт равенъ половинЪ параллелотр. АВСО, я там 
ДАВС—У» параллел. АВСО-=ИАВЖ СЕ 
и посему ЛАВС— + АВЖСЕ 
ИЛИ ЛАВС—=АВХ У20Е 
то есть, площадь треугольника равняется половиитъ оспованя умно 
женназо на высоту, или основаню, умноженному ка половину высоти, 


Примъчане. Такъ какъ всегда можно построить параллелограми? 
имфюциЯ съ даннымъ треугольником равное основане и высоту, то 1 
сему выведенное заключене справедливо для всякато треугольнкка. В 
примЪръ, чтобы поетроить для треугольника АВС (черт. 149) требуемый 
параллелограмитъ, стоить только изъ В ировести ВР параллельно АС, 
изъ С прямую СР параллельно АВ до пересфчен1я съ ВО. 


267. СлЬдетве 4. Веб треугольники (черт. 150) АВС, АВЕ, АВЕ, им 
ие одно и тоже основан!е АВ и высоту, равную СО, равномфрны, потоз! 
что измфряются одною и тою же величиною. 


268. Такъ какъ каждый многоугольникь можеть быть раздфленъ на тр" 
угольники, то площадь каждаго многоугольника можеть быть легко опр” 
дфлена чрезъ вычислене плошади каждаго треугольника отдфльно. 
ложимъ, что требуется опредфлить площать трапеши АВСО (черт. 151 
Проведя датональ АС, построимъ два треугольника АСР и АВС. #9 
коихъ первый имфеть евоимъ основанемъ прямую АО, а высотою прям! 
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ЕО; во второмъ же можно принять ВС основашемъ, и тогда АС, равная 
ЕС, будеть его высотою. Пзъ $ 266 слдуеть, что 


А АОб—АрхЕС 


А Авовох" 


ЕС ЕС 
поеему Л АПС + Д АВС-АОХ-- + 86 Х-,, 


или трап. АВА ВО) "2 или | ЕС, 

то есть, ялошадь трапеци равна суммъ параллельных сторонз умно- 
жениой на половину высоты, или равна полусуммъ параллельных: 
6т0ронз. умноженной па иълую высоту. 

269. Еели изъ М, средины АВ, провелемъ прямую ММ параллельно 
которой нибудь изъ параллельных сторонъ АО, то (по $ 192) раздфлится 
и АС въ точкЪ О поноламъ. Если же ОХ, параллельная АП дФлить сто- 
рону АС пополамтъ, то она дфлитъ также и СГ пополамъ; а изъ сего 
сдфдуетъ, что МХМ соединяетъ средины ненараллельныхъ сторонъ АВн Ср. 

Изь /\ АВС слёдуеть, что МО : ВС-АО : АС; но АО0-УзАС, слёд. 
я МО-—=у»ВС. Такимъ же образомъ доказывается, что и ОХ— /зАР. При- 
бавивъ равныя величины кт равнымъ получимъ: 

ОМ--ОХ—/2ВС- И: АБ 
ИЛИ ММ—- (ВС--АО) , 
Ветавивъ въ найденномъ выражении ($ 268) пля площади трапещи; 

трап. АРСВ-=У2(ВС-+-АБ)ЖЕС, 

выфсто \з (ВС+АР) равную величину ММ, получимъ 

тран. АОСВ-=ММХЕС. 
то есть, площадь трапецти равна прямой, соединяющей средины не 
параллельныхь сторонз, умноженной на высоту. 

270. Площадь всякаго многоугольника весьма легко оиредФляется, если, 
какъ гыше уже сказано, многоугольникь будетъ раздфленъ на треуголь- 
НИКИ, И потомъ нлошадь каждаго изъ ннхъ будеть вычислена отлфльно. 
Такозыя вычисления могутъ быть сокращены тБыЪ, что поередствомъ по- 
строен!я находятъь треугольникъ, коего илошадь равняется площади даН- 
нато многоугольника. Это построене основано на елфдующей залачЪ: 

271. Построить многоугольниют. готорый имъль бы одною сторо- 
ною ментъе нежели данный, и быль бы ему равномтренз. 

Пусть будеть (черт. 152) иятиугольникъ АВСОЕ данной многоугояБ- 
яикъ. Проведя д1агональ ЕС и „рямую ОЕ параллельно ей. о о 
съ продолженною стороною ВС. и соединивъ точку Е въ Е прямою ЕЕ, 





поетронмъ треугольникъ ЕСЕ, равномфрный съ Л ЕСР, потому что они 
имфютЪ равныя основан!я и высоты. Если къ этимъ равномфрнымъ тре- 
угольникамъ придадимъ четыреугольникъ АВСЕ, те получимъ равныя 
суммы, то есть 
ЛЕОС--трап. АВСЕ-=ЛЕСЕ--траг. АВСЕ 
или тран. АВСРЕ—траи. АВЕЕ. 
Подобнымъ же построешемъ можно полученный четыреугольникь АВЕЕ 
превратить въ треугольникъ. Для сего проведемъ дагональ ЕВ, прямую 
кс || ЕВ до пересфченя съ продолженною АВ, и соединимъь Е съ @ 
прямою ЕС. 
‚^ЕВЕ--ЛЕВО ($ 266) 
ЛАВЕ-—/ЛЛАВЕ 
ЛЕВЕ-+ ЛАВЕ—=ЛЕВС-- ЛАВЕ 
или трап. АВЕЕ--ЛАЕС, 
что и доказать надлежало. 


272. Положимъ теперь, что требуется данный треугольникь АВС 
(черт. 153) превратить вз хвадратз. 


Означимъ сторону искомаго квадрата чрезъ х, то ($ 264), площадь его 
будетъ`_ т". Но, по условию задачи, площадь квадрата должна быть равно- 


м®рна съ площадью треугольника, и какъ посабдная-=АСЗ В, то ис: 
ставится уравнение: . 


?—АС ей 
2 
Вр 


2 
то есть сторона исхомало хвадрата равняется средней пропоризонам- 


#0й липы между основанемз даннаго треуюльнииа и половиною 
высоты. 

Посему (по $ 227) слёдуетъь на АВ онисать полукругъ и, отложивъ на 
АС прямую С@—'/* ВО, возетавить перпендикулярь ЕС. Прамая РС 
будетъ сторона искомаго квадрата. 

273. Изъ предъидущихь параграфовъ слфдуетъ, что всякую прямоли- 
нейную фигуру можно превратить въ треугольникъ: и какъ всякой треу- 
гольникъ можетъ быть превращенъ въ Евадратъ, то изъ этого и яветвуетт, 
Что ВСЯкОИ мнотоугольникъ можетъ быть преврашенъ въ квадратъ, 

272. Чтобъ вывести, чему равняется площадь правильнаго многоуголь- 
ника а0сде.... (черт. 94), имфющато, положим, я сторонъ, елдуеть раз 
длить его, изъ центра проведенными ливями, на треугольники, кото- 
рыхь будеть также п. Такъ какъ они равны между собою, то стоить только 


откуда слфдуетъ, что АС: х=х: 


мфру одного треугольника Оаф умножить на я, чтобъ получить’ м®ру 
всего многоугольника абсае).... 


А Оа6—ав Хх _ 


| О 
елфд. многоуг. фойе хо 

= Х аб хх” 
но аб, взятая п разъ, равняется периметру (который для краткости озна- 
чимъ презъ Р); слВд. 


многоугол, абеде!== рх о’ 
то есть плошадв правильнаго мнозоулольника равна периметру ужно- 
женному #4 половин аповемы. 

275. Означивъ, для краткости, площадь описаннаго около круга пра- 
вильнаго многоугольника АВСОЕЕ (черт. 94) буквою ©’, пернметръ чрезъ 
Р’, а аповему чрезъ В’; идошадь внисаннаго правильнаго многоугольника 
афс@е чрезь ©, периметръ его Р, а аповему 0 буквою К, получимт ($ 274): 


а В 
9=Р Хх 9 
В 
ЧЕРХ 
, р в В 
слёд. 9 — 9=РХ в РХ о (1) 
но (по $ 241), №: РЁ: В, 
ВУ В. 
посему Р=-^ в 


ветавивъ въ уравн. (1) выЪето Р’ равную величину, получим: 


у Р и В в Е . К. 
ав В 


‚№ Р.В 
или © —9—=- ое 
__ (РВ—№) 
ов , 


‚ ‚ ‚В+ 
а какъ В.В”, какь разность квадратов», равняется произведентю 


В) на (В —В); то 

9-9=- рВ’--ВАВ- В) 

= о хъ и 
Но изъ 5 174 явствует, что удвоивая число сторонъ описываемы; 
вписываемыхь многоугольниковъ, разноеть между рахусомъ и аповемою 


можно‘ сд®лать менфе всякой данной величины; то изъ сего и сдфдуеть, 
что разность между илошадями многоугольниковъ (’и ( можно также 
сдфлать менфе всякой данной величины, потому что въ выражени для 
©’--О входить сомножителемъ (В— В). 


П. 0 измврени площади круга и его частей. 


276. Изъ предъидущато ($ 275) явствуетъ, что какъ площадь круга 
вмЪщается въ площади описаннато многоугольника, и заключаетъ въ себ 


площадь вписаннаго, то разноеть между нею и илощадью каждаго изъ 
многоугольниковъ, можеть тфмъ болфе быть сдфлана менфе веякой дан- 


ной величины. И такъ какъ, ири такомъ предположени, плошадь круга 
почти тождественна съ площадью каждаго изъ многоугольниковъ, а ок- 
ружность перваго съ периметрами послфднихъ; то и можно изъ того заклю- 
чить, что и для площади круга должно быть таковое же выражение, то 
есть, что площадь пруза равняется произведеню изз ео окружиоств 
на половину радёуса. 

277. Чтобъ вовершенно убфдиться въ этомъ заключен!и, докажемъ ем 
справедливость, основываяеь на способь предфловъ. Означимъ илощадь 
даннаго круга чрезъ С, окружность чрезъ с, рад1усъ его чрезъ 7’, илощадь 
правильнаго многоугольника, онисаннаго около круга, чрезъ Р, & периметръ 
его чрезъ р, разность между площадью круга и площадью описаннаю 
многоугольника пусть равняется Х, а разность между окружностью круга 
и периметромъ многоугольника =х. Изь $ 274 сдфдуеть, что 





РЕрх уг 
но Р-—С-Х, и ре х 
слёд. Хех Из г, 
ИЛИ С--Х=ех Узт--ххХ Ук 


Въ этомъ равенствё С и сх изг постоянныя, Хихх Ш г перемфн- 
ныя величины; слЪд. по $ 247 ие 


0—х И р 


т. е. площадь ируза равняется окружности, умноженной на полэ- 
вину радгуса. 


278. Изъ $ 249 яветвуетъ, что окружность с—л. 27 или с=—2 ли; а 


4 1 { = „РГ к 
площадь круга, по $ 277, равняетея сх о ‚ саЪд. равна 2л7х :9 —л”", 


то есть плошадь круга равняется также квадрату радёуса, умно- 
‘Женному на знаменателя отношензя между окружностью и д1а- 
метро мз. 

279. И такъ, еслн бы отношене л было точно опредфлено, то можно 
10 бы построить прямолинейную фигуру. совершенно равномфрную 
площади круга. И какъ всякую прямолинейную фигуру можно превратить 


бы 


22993 = 


въ квадратъ, то изъ того бы слфдовадо, что и ЕруГЪ въ такомъ случа 
могъ бы быть превращенъ въ квадратъ; и въ этомъ состоитъ извфетная 
задача: найти ивадратуру ируга. 


280. Узнавъ сиособъ опредфлять площадь пфлато круга, не трудно 
вывести выраженя для илошадей частей его и именно для сектора (то 
ееть вырЪзка круга, заключающагося между двумя радуеами и дугою)и 
сегмента (5 185). Точно такъ, какъ въ 5 36 доказано, что углы пря центр 
относятся между собою какъ дуги, описанныя равными ражусами изъ 
вершины угловъ, и лежашя между ихъ сторонами, можно вывести, что 
и (черт. 24): 

сект. АСВА : сект. ОСРО==_АВ : ОВ. 
Бели положимъ, что ОВ=!/+ окружности, то въ такомъ случа секторъ 
РСВО заключается въ круг6 4 раза, и слфд. равенъ четверти круга. И 
такъ, по вставлени равныхь величинъ вмЪето равныхъ, выведенная иро- 
норшя ириметъ слфдуюций видъ: 

сект АСВА : 4 круг. СВ=_АВ : 4 окр. СВ; 

умноживъ посл дующие члены на 4, получимъ: 

сект. АСВА : круг. СВ=_АВ ; окр. СВ 


или сект. АСВА : 2л. вх =Ь-АВ : 2лСВ ($ 278), 


по сокращен послфдующихь членовъ на 27СВ, 


сект. АСВА : АВ о 


откуда сект. АВА АВС 
то есть, площадь сектора равна ею дуть, умноженной на половину 
радтуса. 

281. Плошадь еегмента АОВА (черт. 73) очевидно равняется площади 
сектора СВОА безъ площади треугольннка АСВ, 

ПЕ 065 отношении площадей прямолинейныхь фигурь и иругов». 

282. Площади двухъ какихъ либо фигурь должны относиться между 
собою такъ какъ ихъ мфры; посему плошади двухъ треугольниковъ ото- 
еятея между собою такъ какъ произведеня изъ ихъ основа й на под0- 
вины выесотъ. И такъ (черт. 119) 


. ЕН 
ДАВС : ДОЕЕ--АСХ И ое 


или, умноживъ члены втораго отношен!я на 2, 

ДАВС : ЛОЕЕР=АСХВ@ : РЕХЕН 
то есть, илошади двуть пакить нибудь треугольникове относятся 
между собою тахз пахкь произведеня из основантй ка высоты. 
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288. Положимъ теперь, что данные треугольники яодобны; въ таком 
1 АС : РЕЕАВ : Е ; 
и Ва : ЕН—АВ : ОЕ 


Е АСХВб : РЕ ЖЕН—=АВ?: ОЕ 
но, въ предъидущемъ параграфЪ доказано: 
А АВС: Л БЕЕ=АСЖВС : БЕЖЕН; 
елёд. А АВС : Л ОЕЕ-АВ? ; ПЕ?, 
то есть, площади двухз подобныть треуольниповь относятся между 
собою катъ квадраты сходетвенныхь сторонз. 

284. Изъ $ 282 слфдуетъ также, что два треугольника, имфюще рав- 
ныя высоты, относятся какъ основаня, а имфюще равныя основаны, 
относятся какъ высоты. 

285. Выведемъ теперь, въ какомъ отношени находятся два треуголь- 
ника, имфюще по одному равному углу. Пуеть (черт. 155) въ треут. 
АВС и ОЕЕ {голь А-П. Изъ 8 282 слёдуетъ, что . 

А АВС :; Л ОЕЕ=АСЖНВ : РЕХЕС (1) 

Треугольники АВН и ОЕС подобны, потому что ($ 202) /А—=Ир, № 
уеловю, и /ВНА— ЕСО, какъ прямые; а изъ ихъ подобя слфдуетъ, что 
ВН : ЕС-—АВ : ОЕ (П) 

Перемноживъ сходственные члены обфихъ пропорщй, и сокративъ предъ- 

идуще члены на ВН, а послфдующе на ЕС, будемъ имЪть: 

А АВС : Л БЕЕ=АСХАВ : РЕХПЕ, 
то веть треузольники, имъюшие по одному равному углу, относятся 
между собою, такз какз произведеня изь сторон, заключающит® 
равные узлы. 

286. Такъ какъ подобные многоугольники раздёляются на одинаковое 
число подобно-расположенныхъ треугольниковъ, имзющихь между собою 
одно и тоже отношене, то и подобные многоугольники должны имфтЬ 
тоже самое отношев!е. И въ самомъ дЪдв (черт. 134), подобные много- 
угольники АВСОЕЕ и абс4еГ состоять изъ одинакаго числа подобныхъ 
ны которые относятся какъ квадраты сходетвенныхъ сторонъ. 

Тавъ 

А АВС : ДЛ а62—=ВС? : 66? 
А АСЬ : Д а =06° : ай 
А АПЕ : Л а4е=1Е? : 4 ит д. 
но, по причин® подобя многоугольниковъ: 
00° : 46'—ВС? : 66 
и ОЕ? : 4е?—В0С?: 7 


25 05 


слёд. ветавивъ равныя отношения выЪфето равнысъ, получнит: 
А АВС : Л а-= ВС? : 6? 
А АС : А @а94= ВС? : 
ЛА АПЕ: Л а4е=В0С? : 66°, ит. д. 


ооо чо 


можно составить сложную пропорщю чрезъ сложен!е сходетвенныхъ чде- 
новъ, и получимъ: 
Многоуг. АВОРЕЕ :; мног. абсае/=ВС? ; 06°, 
то есть, длощади подобныхз мноюузольниковь относятся между со- 
бою тахкз какз квадраты сходственныхь сторонг. 
287. Площади двухъ правильныхь мчогоугольниковъ одинакаго числа 
сторонъ, какъ подобныхь многоугольниковъ ($ 240), относятся также 
какъ квадраты сторонъ. 
И какъ ($ 241) стороны ихъ относятся между собою такъ какъ радтусы 
круговъ описанных и внисанныхъ, то изъ сего слдуетъ, что площади 
правильных многоугольниковз, одинаказо числа сторон», относятся 
между собою какз квадраты радзусовь кругов опшанныть в впи- 
санныть. 
288. Такъ какъ послфднее заключене относится ко всфмъ правильнымъ 
многоугольникамъ, одинакаго только числа сторонъ, сколько. бы ихъ 
впрочемъ ни было, и какъ разность между илощадями этихъ прямо’ 
угольниковъ и площадями круговъ описанныхь или виисанныхь можеть 
быть едфлана менфе всякой произвольно дамной величины; то изъ этого 
уже можно было-бы едфлать еще слфдующее заключение: ялощади иру10в: 
относятся какз пвадраты радзусовв. 
289. Эго самое заключенше можно вывести еще другимъ образомъ. 
Означивъ для краткости площадь одного круга чрезъ С, а его радусъ 
чрезъ В; площадь другаго круга чрезъ с, а радусъ чрезъ 7, получимъ 
сафдующия два уравненя ($ 278): 
С—=лВ?, с==л7”, 

изъ коихъ можеть быть составлена пропоршя: 
С: сл? : л7?; 

откуда получаемъ, по сокращении на л, требуемый выводъ: 
С: г, 

290. Теперь слёдуетъ приступить къ изложению одного изъ основныхъ 
и весьма часто встрёчающихся предложенй Геометрии, которое выражаеть 
важнъйшее свойство прямоугольнаго треугольника, а именно, что сумма 
хвадратовз хатетовз равна хвадрату зипотенузы. Это предложение 
уже мы узнали прежде ($ 221); но тамъ было доказано, что вторая сте- 
пень числа, показывающаго отношене гипотенузы къ принатой единиц, 
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равняется суимЪ вторыхъ степеней чиселъ, Вах и та. 
тетовъ къ той же единицВ. Основываясь на предъидущнхъ предложениях, 
можно безъ затруднен1я доказать, что и квадрать ностроенный на, тино- 
тенузЪ равенъ сумм квадратовъ, ностроенныхъ на катетахъ. 

Цзъ $ 219 явотвуетъ, что (черт. 156) въ прямоугольномь /\ АВС, № 
которомъ изъ вершины прямаго угла онпушень иериендикуляръ ВК в 
гинотенезу АС, 

АК : АВ-АВ ; АС 
а изъ этой пропорщи слТдуетъ, что 
АВ=—АСЖАК. 
Но АВ? ($ 264), какъ произведене стороны АВ самой на себя, выражлеть 
площадь квадрата АВНГ, ностроенныю на АВ, а АСЖАК выраждет 
площадь прямоугольника АКГ), построеннаго на АК, и имБющим свой 
высотою прямую АО, равную АС; слЪд. 
[ЛАВН-= САКЬО. 
Точно такимъ же образомъ докажемт, что и 
Г ВСЕб=г ЗСкЬк; 
слфд. ГЛАВНЕН ВСЕЧ—Г ПАКГО+Г О СКЫЕ 
но Г ЗАК Е ОСКЬЕГ ]АСЕБ. 
И такъ Г] АВНТ + []ВСЕа== АСЕБ. 

291. Эткрыт!е этой теоремы приписывают Пиеагору, славному те 
метру, жившему въ 6-мъ стольми до Р. Х. Его доказательство весы 
сходно съ предшествующимъ. Поетроивъ квадраты на сторонахь прям 
угользаго треугольника (черт. 156) и опустив пернендикуляръ и® 
вершины пгямаго угла, должно продолжить его до пересъченя съ ПЕ 
И здъсь также выводится равенство квадратовъ, ио’тро‘нныхь на ке 
тахъ, съ прилежашими прямоугольниками. Для сего нроводятея прямый 
ВО и ТС, и такимъ образомъ происходять два равныхъ треугольнив 
ТАС и ВАР (равныхь потому, что А1-==АВ, какъ стороны одного и то 
же квалрата; АС—АО, по той же причинЪ, и углы между ними дожа 
ТАС и ВАО равны, тавъ какъ каждый изь нихъ составденъ изъ ипрямай 
угла и остраго угла ВАС). Но. по $ 266, 

/МАС—= УГ ]АВНЕ 
а ЛВАР—=узГ ЗАК, 
сазд. И 1АВНЕЕШЬГ ПАКО; 
и носему [)ЛАВНЕЫ 1АКГО (1. 
Точно таЕнмъЪ же снособомъ можно вывести, что 
(ВСЕб==Е ЗСКЬЕ (ПИ) 
Сложивъ уравн. (Г) и (ИП), получим: 
Пав--ОВСЕа-= ЗАКЬО-+ Г ЛСКИЕ; 
но какъ прямоугольники АКГО и СКЬЕ вмЪъстЬ составляють квадрат? 
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АСПЕ, построенный на типотенузв АС; то изъ того и слфдуеть, что 
сумма квадратовъ катетовъ равняется квадрату гипотенузы. 

292. Трете доказательство. Начертивъ (черт. 157) на гипотенуз В 
АС крадратъ АСЕ, а на катетахъ АВ и ВС квадраты АВОФ и СВЫК, 
продолжимъ стороны КС и ФА до взаимнаго ихъ переефченя въ Н, 
опустимъ изь Г периендикуляръь 0 на СН, а изъ Е перпендикуляръ 
ЕР на Ос, и продолжимъ АН до пересфченя съ ЕЁ въ точкЪ Г. Такимъ 
образомъ образуются въ квадраль АСБЕ четыре треугольника и одинъ 
четыреугольникъ ЕСН, и нетрудно доказать что каждый изъ треугольниковъ 
равенъ данному, и что четыреугольникъ ГЕСН есть квадратъ, коего сто- 
рона равняется разности катетовъ даннаго прямоугольнаго треугольника. 

Съ другой стороны, ееди на большемъ катеть ВО отложимъ прямую 
ВМ, равную меныпему катету ВС, и проведемъ ХМ параллельно ВЬ до 
цересфченя съ продолженною КГ, то также не трудно доказать, что че- 
тыреугольникь МВГМ будетъ квадрать и равняется квадрату ВСК; и 
поеему шестиугольникъ МЕЬАОФОХ равняется сумм квадратовъ катетовъ. 
Отложивъ на большемъ катеть АВ прямую АЗ—ВС, проведемъ ЗР иа- 
радлельно А(); потомъ продолживъ МХ до пересьченя съ ВЗ въ точкЪ 
В, проведемъ въ образовавшихся четыреутольникахь д1агонали М$ и АР. 
Такимъ образомь шестиугольникь МГАООХ также раздфаится на четыре 
треугольника и одинъ четыреугольникъ; и здЪфеь также не трудно вы- 
вести, что всф четыре треугольника равны данному прямоугольному 
треутольнику АВС, и что четыреугольникъ ХОРВ есть квадратъ, коего 
стороны равны разности катетовъ АВ и ВС. Изъ сего же слбдуетъ, что 
хвадратъ гипотенузы, и шестиутольникъ МГАОХ, или сумма квадратовъ 
катетовъ, должны быть равны, потому что состоять изъ однЪхЪ и тЬхъ 
же частей. 

Это доказательство отличается отъ первыхъ двухъ тёмъ, что поеред- 
ствомъ показаннаго построеня выводится, что квадратъ гипотенузы и 
сумма квадратовъ ватетовъ мотутъ быть раздфлены на одинаковое число 
не только равномфрныхъ, но равныхъ фигуръ; и посему частями обоихъ 
Бвадратовъ катетовъ можно закрыть квадратъ гипотенузы. 

293. Такъ какъ (черт. 156) квадратъ АВНГ равномфренъ прямоут. 


ть, что квадраты АВНГ и ВСЕС относятея между собою Такъ ЕзкЪ 
прямоугольники АКЬО и СКГЕ. Но эти прямоугольники, имфюще общую 
высоту КЁ, относятся какъ ихъ оенованя АК и КС; саФд. и квадраты 
АВНЕ и ВСЕб относятся такъ какъ АК : КС, то есть какъ прилежаше 
оТрЬзки гипотенузы. 

294. Основываясь на Пифагоровой теоремь, весьма не трудно постро- 


ить хвадрать, равномърныя суммь двуть данныхь квадратов. 
Геом. Буссе. 7 


ан 
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тъ данные ьвадраты АРСР и ЕЕСН (черт. 158). Очевиди 
й квадратъь долженъ быть квадратомъ тилотенузы ‘такого пр 
треутольника, коего стороны равны сторонамъ данныг 
Чтобы построить таковой ‘треугольниеЕъ, продолжимъ сторон 
РА квадрата АВСО, и едфлавъ предложение А1Т-—сторонв другаго ква 
рата ЕЁ, соединимъ Г съ В прямою 18. Очевидно, что квадрать ТВВЬ 
построенный на ТВ, будетъ требуемый (291). 

995. беновываясь на томъ же предложени можно яострошть ква} 

75, равномърный разности двух данныть квадратов. Пусть (че 
158) будуть АВС и ЕЕСН данные квадраты. 

Тасъ кажъ требуется построить такой квадрат, который вмЪотЬ и 
меньшимЪъ квадратомъ ЕЕСН были бы равномфрны большему квадрат 
АВСР, то изъ этого слфдуеть, что для рыненйя задачи, должно начертя? 
такой прямоугольный треутольникъ, въ которомъ гипотенуза равняз” 
бы сторон АВ, и ОДИНЪ ИЗЪ катетовъ сторон ЕЕ. Для сего слфдует 
только на А’В-АВ описать полуокружность, и на ней отъ В’ отлов 
хорду СВ-=ЕЕ; то хорда А’С’, соединяющая точки Аи С, будет а 
рона искомаго квадрата. И въ самомъ дл треугольникь А’ВС прям" 
угольный, потому что уголь А’В'С’ измфряется поховиною полуокружний 
($ 153); изъ сего же слфдуетъ, что 

А’В— А”? СВ, 
откуда ^'0—=А’В*—С В”. 

296. На Пиолторовой же теорем основывается выводъ, чему равняе" 
квадрать какой нибудь стороны въ какомъ бы то ни было треугольнй 
Пусть будетъ данный треугольник АВС (черт. 159), и требуется ор 
дьлить чему равняется квадратъ стороны АВ, протяволежащей остре 
углу. Для сего раздфлимъ данный треугольникъ на два прямоугольий 
треугольника, потому что отношене сторонъ въ прямоугольных? т 
утольникахъ уже выведено. Изъ $ 221 слБдуетъ: 

АВВ АО" 
но АО-—=АС—ТС; сдёд. АБ*-=АС*—2АСЖОС--ОС”. Ветавивъ въ ! 
вомъ уразнени выфето АО? равную величину, получимъ: 

АВ:—В0?--А6:—2АСЖОС--ОС? 
но; но 8 221, ВО"-.0С*=ВС*; 

след. АВ2-- ВС?--АС?—2АС--ПОС | 

то ‘веть, хсадрать стороны, противолежаей острому углу, Г 

пяетоя суммь ивадратовь прочить сторон треузольнита, беь 

еннаго произвевемя изё стороны, и которой проведенз перлен! 
лярз, на тазстояще оть основанля терпендикуляра до вери 
угла, противолежашаго данной сторотт. 


Пусть буду 
что искомы 
моугольнаго 
квадратов. 


Е 
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Примпчане. Выводъ будеть одинъ и тоть же, будетъ ли треуголь- 


и Положимъ теперь, что данная сторона противолежить тупому 
углу, напримфръ (черт. 160) еторона АВ въ треугольникв АВС. Олустивъ 


изъ вершины В периендикуляръ ВО на продолженную сторену АС 


лучимъ: ога 


АВ*—В0?- А? 
но АР-=АС--СР; елёд. АРА? АСЖ Ср- СВ: 
и потому АВВ ?-РАС+2АСХ Ср СО 
Изъ прямоугольнаго треугольника ВСО сл$луетъ, что 
_ Вр*-,-Ср*-=ВС? 
и посему АВС АС-+АСХ СР 
то есть, хвалрать стороны, противолежащей тупому углу, рав- 
няется с хвайратовь прочить сторон треутольника о 
в двойнымз произведеемь изъ стороны, кз прод Е #0то- 
рой проведен» перпендикулярь, на разстолие отз основан п-р- 
пеноикуляра до вершины тупазо упла. } 
и параграфовъ слФдуетъ, что если въ треуголь- 
Г и = одной ‚етороаы равенъ сумм квадратовъ прочихъ сторонъ, 
ое ъ долженъ быть прямоугольный, нотому что ееля-бъ тре- 
| ЛЪ остроугольный или тупоугольный, то ($ 296 и 297) 
м между сторонами было бы другое. 
и ее: теперь, чему равняется сумма квадратов двухъ 
нь и бы то ни было треугольникБ АВС (черт. 161). Для 
а вершину угла В, заключающагося между данными сто- 
и ВС съ 0, срединою третей стороны, прямою ВО. 
Изъ $ 296 сльдуеть: ВС--ВО?+06*—20С Хор 
а изъ $ 297 | 
ь АВ"-=ВО?-- 40"--20СХ ОР. 
сдд. ВО АВЕО" Обет о 
но 0—0; елёл. и 06—40 





посему ВС: АВЗ—2БОЁ+ 2405. 

А: и веякаго изм$неня и для тупоуголь- 

а у —_ __ 162). А изъ сего слбдуетъ, что во веякомъ 

а, а | в сумма ОО двуть сторонъ равна 

о а. рту лиши. соединяющей средину туетьея сто- 

а не ою плотиволежацугио у’ла, СЛАЭКННОМУ СР угвоен- 
пгратомь, построенныме на половиить трет ве4 стороны. 





-в 
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300. Оеновываясь на послёднемь иредложени можно опредфлять. чему 
равняется сумма квадратовъ вефхъ сторэнъ какого ‚нибудь ера 
ника АВСП (черт. 163). Для сего раздфлимъ его дагональю ВР на да 
треугольника АВО и СВО, и соединимъ ихъ вершины А и С СЪ среде 
ною Е ихъ общаго основаня ВПР, получимъ 

№873 302. ЭАЕ?+ 20? $ 299. 
2 - ВС: ЭС 2 5 29, 
ел%д. ЗВ- 0:4 94 ВС? ЗАЕ-+-2ЕС "+ 40Е? (1. 
Ироведемъ теперь еще другую дагональ АС, и соединимъ въ обра 
вавшемся треугольникь ЕАС вершину Ё съ О, срединою прямой С. 
получимъ: 
АЕ: ЕС-—2 А0:--2Е0? ($ 299). 
Умноживъ 06Ъ части уравнешя на 2 будемъ имЪфТь: 
2АЕ2- 220’ 410:+4 360*. 
Ветавявъ въ уравн. (1) выъсто ЗАЕ?--2ЕС? равную величину получи 
АВ:-- А52- 0С:-+ ВС’ 407+ 44074 ЕО’; 
но ЗЕЕ) ОВ: 40? д2А0е- АС; 
слёд. АВА? 062+ ВС. РВ: \С2--4КО:. 
и такъ сумма хвадратовь всъть сторонг четыреуольника рав 
суммь ивадратовз Чазюналей сложенной сз четвернымь хвадрато" 
лини, соединяющей средины Олагоналей. 








301. Сл5детне. Еели-бъ четыреутольникъ АВСП былъ параллелограиу?. 
то въ такомъ случа длатонали иересфкалиеь бы пополамъ, и поем 
линя ЕО слялась бы въ точку, и величина 420? была бы равна ну 
и такъ вё параллелограммь сумма квадратов» всъхь сторон ре 
нлется суммъ ивадратовь оаюналей. 


302. Построене многоугольниковъ равныхъ суммВ или разности дву? 
подобныхъ многоугольниковь совершенно сходно съ построенемъ квадрат 
равнаго сумиЪ или разности двухъ квадратовъ. Пусть будетъ АВСПР 1 
абс4е (черт. 164) два подобныхъ иятиугольника, и требуется построят 
нятиугольникъ равномфрный суммВ данныхъ и имъ подобный. 


Для сего построймъ прямоугольный треугольникъ АВТ, въ которое 
АВ, сторона одного изъ данныхъ нятиугольниковъ, будеть однимъ в" 
томъ, & а6, сторона соотвЪтствующая другаго пятиугольника, други 
хатетомъ, то есть АГ. аб. ВЪ такомъ случаЪ гипотенуза ТВ буд 
‹оотвфтетвующей стороною искомаго пятиугольника: то есть пятнуй 
инкъ Г”, построенный на 1В, такъ, что-бъ онъ быль подобенъ данных 
будетъ требуемый. 


— 101 — 


И въ самомъ дЪл, 
ГР’: Р=1* : АВ? ($ 286). 
а Г: р 1В? : а6? 6$ 286). 
сл. 2 р’: Р-р 2182 : АВ? ав”; 
еокративъ предъидушие члены на 2 получимъ: 
р’: Р+р--1В? : АВ: ав; 
но изъ ирямоуг. треугольника АТВ елфдуетъ, что 
1В—=АВ- 96°; сяфд. и Р--Р-р. 
Чтобы построить пятиугольникъ подобный даннымъ АВСОЕ и абе4е 
и равномфрный нхъ разности, елфдуеть тольхо на сторонЪ АВ (черт. 
164) описать подуокружноеть, отложить на ней хорду ЕВЬ==аб, соотвЪт- 
ствующей сторонф менынаго пятиугольн. абс4е, провести херду АЕ, и 
на ней ностроить нятиутольникъ Р”, подобный даннымЪъ, то нятиуголь- 
никъ Р” будегь требуемый: 
Г: РА Е? ; АВ? 
р: Р-ВЕ?: АВ 
еаЪд. Р-р: 2 = АО? ВЕ? : ЗАВ? 
<окративъ на 2. 











Рь: р--\Е?--ВЕ?: АВ». 
но АЕ?- ВЕ’--АВ» 
елфд. и Г/Р 
а ИЗЪ этого слфдуетъ, что 
РЕР-р 

303. Подобнымъ же снособомъ, какь показано въ предъидущемъ пара- 
графЪ, можно ностроить кругъ, равномфрный суммф и разноети двухъ 
круговъ. Для краткости будемъ означать кругъ, коего даметръ есть АВ, 
чрезъ кругъ АВ и т. и. Пусть (черт. 165) даны два круга, коихъ да- 
метры суть ЛВ и СО, требуется построить кругь равномфрный изъ 
суммЪ. Для сего на кони даметра АВ возставнмъ нерпендикуляръ АЕ, 
равный даметру СО, и соединимъ Е въ В прямою ЕВ, которая и бу- 
деть дламетромъ искомаго круга; нотому что 

круг. ЕВ : круг. АВ-ЕВ? : АВ, 
круг. ЕВ : круг. СО=ЕВ? : (0%; | 
слфд. сложивъ соотвфтетвующ!е члены, и сокративъ предъчдуще на 2, 
получимт: 
круг. ЕВ : круг. АВ-- круг. СО=ЕВ? : АВ?--С0*; 

но ЕВ*—АВ?-- СП; ел®д. круг. ЕВЕ-круг. АВ-- круг.СО. Чтобы найти вругъ, 
равномфрный разноетя данныхъ круговъ АВ и СО, влдуеть только па иолу- 
окружности АЕВ (черт. 166) отложить хорду АЕ=СО, тохорда ЕВ, ©0е- 
Диняющая точки Е и В, будеть даметромъ искомаго круга; потому что 
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Еруг. АВ : круг. С: =АВ? : СП", 
круг. АВ : круг. ЕВЬАВ? : ЕВ; 
<л%д. круг. АВ : круг. СО--круг. ЕВ=АВ? : 08 ЕВ? 
н0 АВ?—Ср?-+-ЕВ®; сл61. и круг. З==круг. СО-+- круг. ЕВ 
А изъ сего слфдуетъ, что круг. ЕВЕ-круг. АВ круг. СО. 
304. Изъ $ 303 слёдуетъ, что (черт. 167) 
нолухр. АВС полукр. АжВ-полук. В9С, 
отнявъ отъ обфихъ равныхъ величин обия имъ чаети сегм. АВА Жен. 
АРСВ, иодучимъ, что 
треуг. АВС==АтВяА-- Вос. 
Эти криволинейных фигуры о’раниченныя дугами, называются Гилио 
зратовыми лупочнами, потому что свойства этяхъ фигуръ имъ быи 
разсматриваемы. Если къ прежнимъ усломямъ прибавимъ еше улов, 
что катеты прямолинейнаго треуг. АВС равны, то въ такомъ случа 
заждая изъ луночекь равна подовинв даннаго треугольника. А кб 
саки треугольникъ можеть быть препращенъ въ квадрать, то изъ 10 
явствуетъ, что можно построить квадратъ равномфрный таковой же 2“ 
ночкЪ: а эгимъ пеопровержимо доказывается, что нфкоторыя криволиие: 
ныя фигуры могутъ быль преврацены въ квадраты. 








РАЗЛИЧНЫЯ ЗАДАЧИ ХЛЯ УПРАЖНЕНТЯ. 
Г. Вычислен!е площадей фигуръ и ихъ сторонъ въ числахь. 


: 305. По даннымз катетамз прямоугольнало треугольника 0! 
лить зипотенузу и плошадь езо. 


Пусть (черт. 39) катетъ АС—8, ВС—9 дюймамъ, 
Изъ $ 221 слёдуетъ, что АВ— АС? ВС 
ИЛИ АБ?—64--81—145 
ь осему АВ И145—1 2,04.... 
ТАБЪ гипотенуза равна 12,04... дюймамтъ. Чтобъ опредфлить площа? 


треугол : : 9р . 
реугольника, слЪдуегь только ($ 266) основание умножить на половий 
высоты; слЪд. 


9 
площадь Л АВС—8----—=36 КВ. ДЮЙМамЪ. 


303. По данны 
у М: зипотенузъ и катет # 
найти пл прям’ 
угольнаго треугольника. . о 


о (черт. 40) гипотенуза ЕО=10 дюйм., катеть РЕ—6 ДЮ 
вычислить площадь, слфдусть сперва опредфлить высоту треуго? 


ео 
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ника, или другой катеть ЕЕ. Этотъ ЕЗтеть опредфлится по Пивагоровой 


теорем$: о 


ел. КЕ —И64—8 дюймамъ. 
% х 8 о * 
И такъ нлощадь ОЕЕ- ее —24 Ев. ДЮЙМ. 


307. Площадь прлмоуольнаю треугольника равна 64 жвадр. дюй- 
мамз, и сверхь тозо большйй катеть вдвое болье меньшало. 
Означимъ менышй категь чрезь х, то болышЯ катетъ-2х, носему 


плошадь даннаго прямоугольнаго треугодьника выразится чрезъ х. > 


или 2. Но площадь его но уеловшю разна 64: 
елъд. “04. 
И посему т= 8. 
то есть меньший катеть равенъ 8 дюйм., а Солышй 16 д. 
303. 110 гаинымь тремз сторонамз разносторонняю треольнита 
найти его площавь. 
Пусть (черт, 155) АВ-=10, ВС--=6, АС-=12. Такъ какъ основатие АС 
извЪетно, то нужно только найти высоту дачнаго треугольника ВИ. 
Если бы отрфзохъ основавя АН быль извфстенъ, то изъ прамоугольнаг 
треугольника АВН легко можно-бъ было опредфдить ВН; и для сего 
слфдуетъ только припомнить ($ 296) впражен!е для квадрата стороны 
ВС, нотому что въ зтомъ выражении петрфчается отр$зокъ АН. И такъ: 
ВС—АВ?-- АС?—2АСХАИ; 
36—100--144—2.12 АН, 





откуда 24 АН =244— 36 =208, 
20826 с, 
или о Аа АН=5д = =8 /з. 
Изъ сего же слёдуетъ, что 
Е 
высота ВН=И 10*—(8° = 100— = 9 
4,89... 


а площадь АВС 24,980..-=29,93... | 


= 


309. 110 данной сторонъ равносторонняв треуольника найти 
60 плошадь. За Е: 

Пусть (черт. 33) треугольникъ АВС равностороны!й. и ‚хаждая сторо- 
на—10. Высота ВР дфлить основаве АС поподамъ, и посему А0=5; 


сад. во—И100—25=175=8.66.., 
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и 
ед. ^АВСИ -.`8.06=43.3 ... 


По данной площади равносторонняго треуюольника найти 25 
сторону. 

Пусть площадь даннаго равносторонняго треугольн. АВС (черт. 33= 
13.3... Означимъ искомую сторону АС чрезъ х, то по предъидущем 


х 
АР — „` и 
высота во | ыы р 1$ 151. 
и т в 
или ВО- ] = „] .. 
г ^ 2(— х.т е ых т? , хх 
посему у АВС . „] р 3: 


Яо, но условю, ^. АВС 43.3... 


7 о 
слЪд. И 3—43,3... 


„__ 173.0... 
или т*= 
у: 
САД го 1, 
310. По данной плошиди разносторонияго триугольника найт 
его стороны. 


=1()0.... 


Задача неопредЪлениая. Треугольники могутъ быть равномВрны, и № 
сему имфть одинаковую илощадь, при весьма различчыхъ сторона 
Это явствуеть изъ $ 267 и изъ чертежа 150. 

311. Найти объ параллельныя стороны трапецёй, если площ 
ед==96 ив. д., высоты-==8 0. в большая изъ пяраллельныхв стор\ 
строе болпе меньшей. 

значимъ меньшую изъ параллельныхь сторонъ чрезь х, то т 
шая—3х. Изь 5 268 извфетно, что изощадь транеши равна сумм 1’ 


8 п 
раллельныхъ сторонъ, умноженной на половину высоты, или (т-+ 37) > = 


4—167; но ио условио задачи, площадь транещи=96. Посему 
16х96 
ит 6 
Н такъ, меныная изъ параллельныхь сторонъ равна 6, а большая в 
312. Найти плошадь неправильнао мпоюугольника. 
Для сего должно данный многоугольник раздёлить длатоналями ® 
треугольники, н опредфлить но принятому масштабу ($ 217) ве 
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стороны и диагонали. Вычисливъ, какъ ноказано въ $ 308, плошадь 
важдаго треугольника отдфльно и сложивъ найденныя мфры для этихъ 
площадей, получимъ мфру для даннато многоугольника. 

Примъчанае. Еели данный многоугольникъ абсаеГ (черт. 49) пра- 
вильный, 10 слфдуетъ тодько, по принятому масштабу опредфлить осно- 
ване а®, и высоту ОЙ треугольника 026; по этимъ даннымъ должно 
опредфлить его площадь и умножить ее на число сторонъ въ много- 
угольник$, потому что въ поелЬднемъ находится именно столько тре- 
угольниковъ, равныхь ^ 046. 

313. Найти плошадь правильнаго шестиулольника (черт. 94), хоео 
сторона аб равна 10. 

Сперва должно опредёлить плошадь равноетороннято треугольника 
Оаб, какъ показано въ & 309, и найденное число, для его площади 
43,3... умножить ва чиело сторонъ, то есть, на 6. Такимъ образомъ 
происшедшее число 259,8... будеть мфрою площади даннаго правильнаго 
шестиугольника. 

314. По данному раМусу круза опредълить ео площадь. 

Пусть ражуеъ даннаго круга==14 д.) то площадь круга=3 1/7 Ж( 4 — 
616 квадр. дюйм (278). 

315. По данной плошади круа найти ео рабзуез. 

Пусть площадь даннаго круга=154. Означивъ искомый радуеъ чрезъ 
х, подучимъ для площади круга 3172»; но площадь круга, по услов1ю 
задачи равна 154: сл%д. ! 


31: 1=154 
1°— 49 
= 7 


то есть радуеъ равенъ 7. 
316. Площадь круга равна 2464, найти его окружность. 
По предъидущей задачЪ, должно сперва опредфлить радусъ и потомъ 
его умножить на 6/7 и найдемъ требуемое. 
Означивъ радусъ чрезъ х, получимъ 
31:5°—2464 
1'— 784 
т— 28 
умноживъ найденную м%ру для радтуса 28 на 6?/, получимъ требуемую 
мфру для окружности 176. 
317. Опредьлить площадь крузоваю сектора ково душ — 24% а 
радзусь 10 дюймама. 
Площадь цфлаго круга, коего радууеъ=10 дюйм., равна 3'/1Х 100; а 
какъ ($ 280). 
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плош. сектора : изош. вруг.==34 : 360, 
то изъ тото и слфдуетъ, что площадь сектора=—— Их а х На. 
Кв. дюймамъ. | 
П. ‚Алгебраическя р&шенйя геометрическихъ задачъ. 


318. По даннымь тремг прямылмь а, 6, с опредплить чеваертую 


пропоршопальную: 
Изь самаго условя задачи слфдуетъ, что 
а: 6—с:х 
бе 


откуда ВЫВОДИТСя, 910 2 — 
319. По даннымз двумз прямымь а и 6, опредълить третью 


пропоригональную. 
Означивъ искомую линю чрезъ х., получииъ: 
а:6-—В:х 
0 
откуда а. 
320. По даннымз 0двумз прямыме а м Ъ, опредълить ` среднюю 
яропоршональную. 
Означивъ среднюю пропорщональную т, получимъ: 
22:0 
откуда х-=а6 
или . л—И аб. 


321. По даннымь катетамь прямоузюльнаго тре. упольника аиф 
найти выражете для гипотенузы. 
Означивъ гипотенузу чрезъ х, получимь, основываясь на Пиоагоровой 
теоремЪ ($ 221). 
22—а-- 6? 
носему 2°— Иа? 
322. По данной гипотенузъь (=а) и катету (—=5) прямоугюльнад 
треулольника, найти друзой катетеь. 
Означивъ искомый катеть чрезъ 2, будемъ имЪфть ($ 221) 
а—-- 6? 
откуда 2—а°— 06° 
их =Иа’—6 : 
323. По данной сторон равносторонняго ри нат 
выражевше для его высоты: 
Пусть (черт. 33) АВС есть треугольникъ равностороний, и его т 


АС— а, то А0—. Означивъ высоту чрезъ х, получимъ. 
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а 3 
а 8 
2*—а а" ($ 223) 
сд. г= , Уз 


324. По даннымь сторонам разносторонняо треуоленика, найти 
выражене для ео высоты. 

Пусть (черт. 155) АВ=е, ВС=а, АС, а высота ВН==х. Высота 2 
можеть быть опредфлена изъ прямоугольнаго треугольника ВНС, если НС 
будетъ извфетна. Чтобъ опредфлить эту прямую должно взять выражене 
для квадрата стороны АВ. Изъ $ 296 слЪдуетъ, что 

АВ’—ВС?-- А0°—2АСЖНС, 
или, ветавивъ принатыя величины, 
с—а-Н-26-НС; 


—_ а 60° —с* 
откуда НС=-— р) 


Изъ ВНС слфдуетъ, что НВ-И. вб=— НС? 


Г аа чье 
— с? х а? р2—с ): 
елЪд. я а? — — 4 Е 55. — -У. Е: (25 -- 


еее, бабе 
= (= (26) 


Числитель состоить изъ разности двухъ квадратовъ, посему есть про- 
изведен!е двухъ сомножителей, изъ коихъ одинъ равняется сумм%, а 
другой разности возвышаемыхь количеству. И такъ 








‚(2а6-- (а? —с в2)(2а6—(а’-+—с* )). 
> 25) 

(аа Х а*--62— с* 2)(2а6— —а?—- с?) 
=И (26) 


(абс? (с — 2 (—( (а "--6—2а6)) 
= а 


( ( а- 6—6”) (с°—(а—®} ) 
—— (26) 


и СЕНЕ НА 


Эти поелфдовательныя преобразовашя легко выводятся, и преимущественно 
основаны на алгебранческомъ предиоложени, что разность квадратовъ 
двухъ количествъ равняется сумм$ тЬхь же количествъ, умноженной на 
ихъ разность. 
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325. Вз равностороннемз треузольникть, вписанномз ез прут, опре- 
дълить сторону его и аповему, полагая, что радусь круг. 

Г. Пусть (черт. 96) АВ есть сторона правильнаго шестиугольника, или 
радтусъ круга ($ 167), то АЕ будетъ сгорона правильна или равно 
<торонняго треугольника (5 167). Прамая ЕВ проходить чрезь центрь 
нотому что дфлить окружность круга на 2 равныя части, и образуеть 
‹ъ АЕ и АВ прямоугольный треугоульникь АЕВ ($ 153); поеему 


АЕ?—ЕВ*—АВ?. 
но ЕВ, какъ даметръ,—27, а АВ, какъ радуеъ, =”. 
слд. АЕ 47—82 ($ 223), 
или АЕ 3. 


П. Изь прямоугольнато треугольника Ода ($ 223). 
06—=У04?—Аб?; 
но Од-=рад1усу—=7, а Аб, равная половинф стороны равностороннаю 
трерюльни,—-У 8 


и а 
©л%д. 0б—= 7? р 3— 4 = а=э› 


то есть аповема ОС’ равна половин® рад!уеа 


326. Найти сторону квадрата вписаннало вз кругь, 4 аповем, 
по данному рабзусу. 


Г. Пусть будетъ (черт. 97) АВ сторона квадрата, и радусъ ОА”. 
Изъ прамоугольнаго треугольника ПАВ яветвуетъ, что 
АВ? АО—В 
или 2АВ?—(27-)*— 47°, 
посему АВ?—7? 
и АВ—=»И 3 
И. Проведя апоеему ОЕ получимъ прямоугольный треугольникъ ОАР 
который выбстВ и равнобедренный, потому что уголь ОАЕ— 24, & 1 
сему и /АОЕ=У4. А изъ сего ие что 
. „ АВ И г 
И, 


327. Опреотлитв сторону описаннаго около ируза ровносторонняй 
треуольника. 


Такъ какъ ($ 241) стороны описаннато правильнаго многоугольник ! 
вписаннаго, относятся между собою какъ радтусъ круга описаннаго ® 
рад1усу круга впиеаннаго или аповемъ, то изъ того слфдуетъ, что сторо 
описаннаго равносторонняго треугольника отноеитея къ сторонф вии 


наго равностороннаго треугольника, какъ 7: >. ($ 325) или какъ 2:1 
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то ееть, сторона опясаннаго равностороннаго треугольника вдвое бол%е 
стороны вписаннаго. 

328. По данной сторонъ квадрата, вписаннаго вз кругь, найти 
сторону описаннаго квадрата. 

Изъ $ 241 слфдуеть, что сторона описаннаго квадрата относится къ 
сторон вписаннаго какъ рад1усъ къ апоеемВ. И такъ, означивъ сторону 
описаннаго квадрата чрезъ х, получимъ 


ВЕРЕ 7 
хи 2 =: ух ($ 326) 
Е Посему 52—27, то есть д1аметру. 

И въ самомъ дфаф, сторона описаннаго квадрата доджа была равна 
даметру. 

329. По данной сторонъ квадрата, вписанназо вз крунь, опредъ- 
лить сторону правильнало осьмиугольника вписаннао вз томь же 
жрут. 

Означимъ искомую сторону чрезъ 2, а сторону даннаго квадрата чрезъ 
А, получимъ (по 8 251 уравн. Ш) 

, 23—27 47?—А2, 
но А—/У 2 (по 6 326); слёд, Аз 37°, и повему 
2—9" 42—27 
== Уз 
—=27— 
—7?(2 У? 
на— И 2-И2 
Подобнымъ образомъ можно опредёлить стороны правильныхъ многоуголь- 
виковъ 16,32.... сторонъ, виисанныхь въ круг и описанныхъ. 

330. По даннымз тремз сторонамз треугольника опредълить ею 
пл0щадь. 

Въ $ 324 было уже выведено выражене для высоты треугольника, коего 
основан1е—6, а друмя двЪ стороны а, с. И такъ умноживъ высоту, которая 


ра (а 6-е) (а+6—6в) (а+с—6) 6-+е—@) на половину основана, 
= 25 и 











Ь 
то есть, ва —„  получимт: 


ъ (а-Е 6-е) (а 6—0) (а+6—6) (-е—а) 

площадь Л АВС ==. др 
Г ао @+5-09 +9 Фея) 

6 


= РЕ 
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-и ель авы а 


Е 

Означияь сумму сторонъ или периметръ третгольника чрезъ р. то «ть 
411 с—р; въ такомъ случа в. 

Ь 2 2’ 
И. ра р 7 6-+г—@_р 
о У : о „--== - —а. И такъ площахь 

АВС РР | 

Г И ато ть плошадь тре уголь 


р хвадратному корню изъ произвезеная полуперимт 

разность между полупе 

треуюльника. . о ен 
ПримЪръ. Пусть (черт. 159) АВ=10, ВС—6, АС—12. Периметръ ти 

угольника:-—10--6- 12—58, полуперимегрь==14; са$л. 

Площ. / АВС 14 (14—10) (14—6) (14—12) 


Е =И14.4.8.2—У896—29.93... (6 308), 
, 551. Опредвлить отношене стороны вписакназо вз кругь ПИ 
ильнаго десятиугольниха и пятиугольника кз рабтусу. 


Пус 
Е р черт то АВ есть сторона правильнаго десятиугольника, В 
№ въ кругЪ; въ такомъ сдучаф уголъ при центр АСВ, состава 
радпустми, проведенными чрезъь А и В 
’ 


44 2 
аня 
равняется о ли. 4. Изъ сего слфдуетъ, что САВ-+ /СВА=Я в 
— а они равны между собою ($ 60), то каждый =4/к 4. Раздфлий 
г прямою АД на двф равныя части, получимъ два треугольняй 
и ПАВ. р 
кА о т АСР /,4, и уголь САП такае-т/ь@. слёд. АПЕ 
О О АВТ А, САВО-ЧЬ и пои САО 
5-45, и такъ /) АШВ есть треугодьникъ равнобедренный, # 


АВ—АП. (Сверхъ сего АА 
В © Л САВ, п 
углы. Изъ сего же подоб:я и ЛЕТ 


ВБ : АВ — : 
но АВ, какъ выше было т. — — Е = 
Изъ сего явствуетъ, ч . г Г _ —_ 
ет ЧТО радЕНОЬ ВС в тона Г рляхьленть пъ срелнви 
и, и что сторона виисаннаго правильнаго десяте 


Угольника АВ — ‹ 
а РС равняется большему отрёзку радус аздфление” 
‘реднемъ и крайнемъ отношени ие 


332. И такъ, чтобы НАЙТИ 0 
правидьнаго десятиуго. 


ОС; слзд. 


т : * 
и ан радтуеа къ сторонф виисаний 
“ Стоитъ только раздлить ралусъ въ ср 


ии 


— НЕ — 


немъ и крайнем отношен!и. Пусть радуеъ=и, а больший его отрёзокъ— 
т, то нений =^—х и посему 
7—т : 1—5 :1; 
сл8Д. 1—7, 
я --ух=7" 


а И тук 
т = — "И, х 4 ана 9 / 4 ей 2 т 2 у, 


и посему 7—1 +И5). 


333. На семъ же свойств основанъ способъ вписывать правильные де- 
сатиугольники въ круг: стоитъ только рад1усъ даннаго круга раздфлить 
въ среднемъ и крайнемъ отношенйи, то больший отрёзокъ и будетъ тре- 
буемая сторона. 

334. Чтобы вписать въ данномъ круг8 правильный пятиугольникъ 
должно сперва вписать правильный десятиугольникь и соединить (черт. 
169) крайн!я точки А и В кажлыхь двухъ прилежащихь сторонъ А) и 
ОВ ит. д Равенство сторонъ АВ, ВЕ, ЕН..., очевидно слЪдуеть изъ 
равенства треугольниковъ; а угды КАВ, АВЕ, ВЕН и т. д. равны, ио- 
тому что ямфютъ равныя м%ры. & 

335. Чтобы вывести отношен!е стороны впиеаннего правильнаго пяти- 
угольника къ ралусу, провелемъ СМ перпендикулярно къ РВ, и соеди- 
нимъ Г и М прямою ОМ. Треугольникь ОМВ равнобедренный, потому 
что ОМ=МВ ($ 45), и притомъ подобенъ рэвнобедренному треугольнику 
АПВ, такъ какъ имфеть съ нимъ облий уголъ ОВМ; изъ подобя же 
этихь треугольниковъ елфдуеть, что 

МВ : ОВ—ОВ : АВ 

и посему ОВ*—=МВЖАВ (1) 

Уголь ПСВ=*/ь4, едфд. ДОСМ=\а; и посему ХАСМ=з/а. Но и 
ИСАМ=ЗЬЯ (потому что ХСАМ-- (СВА=А— ДАСВ-24—з4=94, 
но /САМ=ИСВА; слфд. каждый изъ нихъ равенъ 3/51). А изъ сего 
слфдуеть, что треугольникъ САМ также равнобедренный, И КАБЪ ОНЪ 
нмфеть съ равнобедреннымъ треугольникомъ САВ общий уголь САМ, То 
онъ ему подобенъ. Изъ этого же подо@я сафдуетъ, что 

АМ : АС=АС : АВ, 

и посему АС?—АМХАВ (Ш 
Сложить уравн. (1) и (ПП) получимъ: 
ОВ?- Аб*=МВЖАВ--АМЖАВ=:3 (МВ-НАМ) 

или Р-Р АС ВА? 

то веть, хвадратз стороны вписанназо правильнаго пятиугольника 


ее о а о Во а ыы ВЫаЙ 
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равенз суммъ квадратов радзуса и стороны вписаннаю правиль- 
назо десятиулоленииа. 


ТП. Н&которыя задачи изъ практической Геометри. 


336. Практическая Геометрия завлючаеть въ себЪ правила, по кото- 
рымъ съ помопию извфетныхь орудй, межно означать на поверхноети 
земли лиши, углы, фигуры и измфрять ихъ; опредфлять высоты предме- 
товъ и разетояя между ними; снимать раздичныя мЪстоположеня съ 
земли, и изображать ихь на бумагв въ уменьшенномъ вид» ит. п. 
Здфеь будуть показаны самыя простфйпия задачи, какъ примЗненя н$- 
которыхъ теоремъ Планиметрии. 

337. При рЬшени задачъ, мы будемъ принимать, что всф данные пред- 
меты находятся на одной плоскоети, хотя это предположеще не совершено 
точно. Планета нала, какъ извфетно, имфетъ видъ шара, & носему ея 
поверхность какъ и всякая ея часть, есть кривая; но предноложенте. наше 
можетъ быть потому допущено, что пространства нами разсматриваемыя, 
въ сравнени съ пфлою земною поверхностью, весьма малы. 

338. Нритомъ будемъ излагать так я задачи, которыя могутъ быть р%- 
шены съ помощю самыхъ простыхъ орудЙ, какъ напр. ифней и кольевъ, 

339. Для измфрен!я небольшихь разетоян!й на землф служить сажень, 
на которой означены футы и дюймы; для болынихъ разстояюй употреб- 
ляется пфпь, едфланная изъ толетой жедфзной проволоки, длиною въ 10 
сажень. Каждая сажень раздфлена также на футы, соединенные между 
собою маленькими кольцами; въ концф же каждой сажени прикрЪплены 
маленьмя бляшки, съ означещемъ чиела саженей. 

340. Колья бывають различной величины, и для удобнЪЙшаго вколачи- 
ван!я, одинъ конець оковываетея заостреннымь желЪзомъ. Чтобы поста- 
вить колъ въ вертикальномъ положении, прикладываютъ къ верхнему концу 
кола нитку съ свинцовою гирью, или отвфесъ, и устанавливаютъ колъ до 
тфхъ поръ, пока витка не будетъ параллельна его поверхноети, гдф бы 
ее не приложили. 

341. Чтобы провести прямую линшю ва земль отъ одной данной точки 
къ другой, должно въ данныхъ мфетахъ вколотить въ отвфеномъ положе- 
и колья, потомъ между ними въ небольшихъ 
друмя колья такъ, чтобы изъ за каждаго ко 
Натянувъ между каждыми двумя кольями В 
остремъ кола требуемую прямую, 

342. Вз данной точиъ р (черт. 170) данной прямой ПМ на земль 
отложить уюлз равный данному ВАС. Г 

Отложивъ на сторонахъ даннаго 
слфдуетъ ва данной прямой ПХ 


разетоянйяхъ установить 
ла не видны были проч. 
еревку, проводять вдоль @# 


Угла ВАС равныя лини АН и Аб, 
отифрить прямую РЕ—АН, и поставить 
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колья въ точкахь О и Е. Сдфлавъ на какой нибудь веревкЪ, которая од- 
накожъ должна быть длиннЪфе 4А6-- СН ‘нетлю и надфвъь ее на колъ р, 
отифриваютъ на веревкь часть равную лиши АС; сдфлавъ тамъ отыф- 
тку и отложивъ еше часть равную СН, дфлаютъ петлю, которая надф- 
вается на колъ Е. Натанувъ крфико веревку, сзначаютъ коломъ точку Е, 
тд лажетъ сдфланная отифтка. Проведя прямую ЕР по тэревкь, постро- 
имъ уголь ЕОЕ, равный данному ВАС, что очевидно яве свуетъ изъ ра- 
венства треугольниковъ ($ 54). 

343. Данный треузольниюь на полъ перенести на бумацу, чли 
начертить на бумалть треугольниие подобный данному. 

Для сего слфдуетъ только измфрить всф три стороны даннаго треуголь- 
ника, потомъ по принятому масштабу изобразить ихъ лин1ями. Изъ этихъ 
лин{Й составленный па буматЪ треугольникъ будетъ требуемый, потому 
что стороны даннаго треугольника будутъ пропорцюнальны сторонамъ тре- 
угольника начерченнаго на буматф. 

‚ 344. Найти разстояще между двумя приступными предметами. 

Еели отъ однато предмета къ другому можно провести прямую, то эта 
прямая или самое разстояе измфряетея съ помошию цфия. Если же пря- 
мой провести нельзя, то въ такомъ случаЪ искомое разетояне можетъ 
быть опредфлено елфдующимъ образомъ: 

Пусть будутъ (черт. 171) Аи В данные предметы, и пусть находится 
между ними какое-нибудь пренятстме для иепосредственнаго измЪрен1я 
ихъ разетояня. Избравъ въ нфкоторомъ разстояни такое мЪето С, изь 
котораго можнобъ было видфть оба предмета, проводятъь изъ него двЪ 
прямыя СА и СВ ($ 341), и на каждой изъ нихъ отлагаютъ какую нибудь 
кратную часть, но только одинавую на обфихъ прямыхъ, наприм. пусть СО— 


1 1 1 
— АС, а ЕС== 580; то въ такомъ случаЪ разстояне ПЕ будетъ _ АВ, 
2 5 


нотому что РЕ, должна быть по строен!ю параллельна АВ. И такъ см$- 
ривъ РЕ, слфдуетъ только полученную м$ру умножить ва 5, и получимъ 
требуемую мфру разстояня АВ. 

345. Опредълить разстояне между двумя предметами (черт. 172) 
А и В, если только и одному А подойти можно. 

Из'равъ ифсто С, изъ котораго оба предмета можнобъ было вядфть, 
слфдуетъ провести прямыя АС и СВ. Продолживъ АС неопредфленно, и 
отложивъ на продолженши какую нибудь кратную часть прямой АС, напр. 
пятую, ностроимъ въ точкф Ш на прямой СО уголъ СРЕ=ВАС, и про- 
ведемъ ОЕ до пересфченя въ продолженною ВС въ точк Р. Треуголь- 
ники СРО и АСВ имфють равные углы каждый каждому, и погему они 
подобны; а изъ ихь подобя слфдуетъ, что 


АВ : ЕР—АС : Ср, 
Геом. Буссе. 8 
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но АС—5 СО, по положению; слфдовательно и АВ==5ЕХ. И такъ, изифривъ Р), 
слфдуетъ мфру этой прямой взять 5 разъ, чтобъ опредфлить разетояве АВ. 

346. Примъчанле. Еели бы оба предмета А и В были неприступнее, 
то должно пзбрать мфето С, изъ коего оба предмета были бы видны, и. 
мфрить по предъидущему $ разетоявя АС и ВС, и потомъ поступить 
какъ показано въ $ 344. 

347. Измърить высоту приступнаю предмета (черт. 173. 

Въ одной плоскости съ вершиною даннаго предмета должно поставить 
въено два кола различной величины ЕЛ и ЕС въ такихъ точкахъ, чтобъ вери! 
на предмета съ вершинами кольевъ находилась на одной прямой. Вообразяк. 
что изъ точки Е проведена прямая ЕН || АС, получили бы два подобныхь тре 
угольника ВНЕ и ЕСЕ, изъ подобя которыхъ слфдовала бы пропорци 

ВН : ЕС—=НЕ : Еб, 
въ которой ЕС равняется разности высотъ обоихъ кольевъ, НЕ разетоянй 
отъ даннаго предмета до малаго кола, ЕС разетояню между обоими во 
ями, слфд. ВН можеть быть опредфлена. Прибавивъ НА, то ессть вым" 
меньтато кола къ ВН, найдемъ вею высоту даннаго предмета. 

348. Измърить’ высоту неприступнало предмета. 

Если предметь АВ неприступёнъ (черт. 173), то въ такомъ слу 
надлежить сперва опредфлить (по $ 345) разетояше АС, и потомъ, 2 
по предъидущей задачв, найти часть всей высоты ВН. Приложивъ къ 1%. 
какъ выше сказано, высоту меньшаго кола ЕС, найдемъ вею высоту А 

349. Начертить филуру модобную данному мъету, ограниченной 
прямыми диюямиц, 

Пусть данное мФсто имфетъ видъ какого нибудь многоугольника (96 
134) АВСРЕЕ. Проведя вышепоказаннымъ способомъ (8 341) дагонали \ 
АЪ, АЕ и измфривъ ихь какъ и всъ стороны многоугольника, стой 
только построить треугольники а4с, саЯ и проч., опредфливъ сперва #7 
стороны аб, 66, ас и т. д. по принятому маспитабу. Изъ $ 234 явствует 
что многоугольникъ абс@еГ будеть подобенъ данному, потому что 
состоять изъ равнаго числа одинакимъ образомъ расположенныхь по 
ныхь треугольниковъ. 

Если данное мЪФсто будеть ограничено Бривыми, и 
приблизительно составить подобную фигуру, 
ваютъ прямолинейный многоутольникъ, коего периметръ, какъ №08’ 
ближе, подходилъ бы кь фигурЪ даннаго мЪста, переносятъ его на бумаг 
и потомъ по глазомЪфру иенравляютъ едфланныя отступления. 


требуется тот’ 
то въ такомъ случаб ви 


ГУ. Задачи, относящ1яся къ различнымт, статьямъ, 


5 5 мо трелольнЕеть р р 
350. Бз данно ] зпольн вписать ивадрате, хое0 основа 
нахоЗилось бы на основании треугольника. 
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Пусть будегь АВС (черт. 174) данный треугольникъ и положимъ, что 
ВЪ немъ уже вписанъ квадрать НЕЕ, и носему задача соетоитъ въ томъ, 
чтобъ опредфлить отношене между стороною искомаго квадрата, и извЪъет- 
ными лишями даннаго треугольника, то есть, его основашемъ и высотою. 
Первое озвачимъ чрезъ 6, а вторую чрезъ а. 

Означимъ сторону квадрата черезъ т, и всномнивтъ, что ($211) въ подобныхь 
треугольникахъ ССН и СВА основамя НС и АВ относятея какъ высоты 
СГ и СО, получимъ: 

д: 6—а:а 
откуда а—а6—бх 
посему ах хаб 
или х (а-+0)—а6 

аб 
а+8 
Н такъ отношене между стороною квадрата и линями а и 6 оиредёлено, 
теперь слБдуетъ выразить величину 2 геометрически, т.е. найти какая лин!я 


Их — 


аб 
равняется ВА Изъ алгебры извЪфстно, что изъ друхъ сомножителей можно со- 


ставить пропорщю, наблюдая только то, что сомножители одного произведеня 
должны быть крайними, а сомножители другаго средними членами. ТабЪ какЪ 
® — _@ ИЛИ 
а-+6 
х(а-+6)—=а6, 


то: 0—а : а46 
то есть искомая лин1я х есть четвертая пропоршюональная линия къ а- 1, 
чи 6. Чтобы найти самую линю или, какъ говорится, чтобы построить 


Лин 2, отложимт ($ 196) на продолженномъ основаши АВ, снерва 6 


оть О до К, нотомъ а оть К до Г и соединивъ Г, съ С, ироведемъ КТ 
параллельно СГ до пересфченля съ высотою СР въ Г. Лия ПТ будетъ 
равна велячинЪ т, потому что ` 
ОГ: ОК=-р5 : БГ, 
или х: 0==а : ав 
851. Вь квадрать вписать равнестороннй туеугольните. 
Положимъ (черт. 175). что треугольникъ ВЕЕ есть требуемый. Пчевилно, 
что отрфзки АЕ и ЕС должны быть равны по причинз равенства тре- 
угольниковъ АВЕ и ВСЕ. а посему и остальныя ча’ти КО и р сторойъ 
даннаго квадрата также равны между собою. Означимъ сторюны искомаго 
треугольника чрезъ х. стороны квадрата чрезь 4, отрзэкь ЕС иди АК 
Зрезъ у, тт РЕ=ОР=а— у. Изъ АВЕС елбдуеть, что 
НЕ ВСЕ 
ИЛИ 22—@>-- У 
ЕЁ, ЕП» 
ИДН и гие ифую и им. 


Изъ РЕБ: 


< 





а 4 Е 
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Изъ выведенныхь двухъ уравненй слфдуетъ: 
аз-Руз=(а— у} 
или @-уз—2а2—4ау- 2 
или у2—4ау=*—@2 
у=2а + Уба»—аа 
Чтобъ спредфлить лин, выражающую величину у, или другимн словами, 
построить полученное уравнене, разсмотримъ сперва коренную величину 


Уса): а. Не трудно уемотрьть, что это выражене ($ 223) ознзчает 
катетъ такого ирямоугольнато треугольника, което гипотенуза — 24, 1 
другой катетъ=а. Вычтя полученную линю изъ 2а, найдемъ отрёзоз 
отъ стороны квадрата, означенный чрезъ у. Н такъ отложивъ отъ т0чех 
Сил, лиши СЕАЕ=у, соединимь Ки Е прямою ЕЁ, которая т 
будеть стороною искомаго треугольника. Соединивъ точки Е и Е В 
прямыми ЕВ и ЕВ, построимъ требуемый равносторонн!й треугольнккъ ВЕ, 


352. Провести общую пасательную из двумь окружностямз. 





Полокимъ, что къ даннымъ окружностямъ проведена общая касатальни 
Мл (черт. 176), и что она пересфкаетъь продолженную линю Сс, соединя? 
щую нентры обфихЪ окружностей, въ точкЪ О.0чевидно, что еели опредфлити 
точка О, или, что все равно, разетояне ея сО отъ центра меньшаго кру\, 
то выъетЬ съ тёмъ опредфлитея, изъ какой точки должно провести ка&* 
тельную, по извЪстному еноеобу ($ 182), къ одной окружности паб, которм 
вифетЪ была бы касательною и къ другой. 

Проведемъ радтусы ХС, ис чрезъ чочки касавшя. Они должны быть пара 
лельны, потому что они ($ 142) перпендикулярны къ’ одной и той # 
лиши Мл. Проведя линю иМ параллельно сС, получимъ два подобных 
треугольника УМя и ясО ($ 199): изъ подобя которыхъ слфдуеть пропори 

СО : пё=Мп : ММ, 
въ которой второй членъ равенъ раусу меньшей окружности, трей 
членъ=Мя=Сс—раястояю между центрами, а послфднЕй членъ=\ 
—№С—МС=ХС—ип6=разности между рад1усами объихъ окружностей. 1 
извфетный членъ сО можно опредфлить по извЪстному уже способу. и 
ложивъ его на продолженной лиши Сс, отъ с до О, етоитъ только И 
точки О провести касательную Ол къ меньшей окружностн, и продолжай” 
ее, то она коснется и другой въ одной только точь М. | . 

353. Построить равнобедренный треугольник равномьри" 
данному. 


Пусть (черт. 177) АВС будетъ данный треутольникъ. Такъ КАЖ у 


- равнобедренномъ /\, периендикуляръ, опущенный изъ вертяны на 06н088Я" 


ДЪлитъ его на двЪ равныя чаети, то изъ того едфдуетъ, что вери!" 
искомаго треугольника должна находиться на перпендикулар$, воза 
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ленномъ изъ средины основашя Е. Такъ какъ высота его должна быть 
равна высотф даннаго, то вершина его будетъ также находиться на Лина 
СЕ, проведенной параллельно основан1ю; елфл. вершина искомаго тре- 
угольника должна находиться на пересфчени прямыхъ ЕС и СЕ, то есть 
въ точёВ 0. Н въ самомъ дфль, соединивъ Р съ А и В прямыми АО н 
ОВ, ноетронмъ треугольникъ РАВ, имфющЙ съ даннимъ одно и тоже 
оновавше и равную высоту и носему ему равномфрный; и какъ сверхъ 
того его стороны (по 5 45) равны, то онъ долженъ быть равнобедренный. 

354. Построить прямоугольнииз равномърный данному АВС (черт. 
178), и чтобы его основане было равно данной прямой ММ. 

Такъ какъ основан!е искомато прямоугольника уже извЪетно, то слёдуетъ 
только найти его высоту. Означимъ ее чрезъ х. Площадь даннаго прямо- 
угольника—=АВЖАО, а искомаго-—ММ. 7; и какь по усдоню 06$ площади 
должны быть равны, то 

АВХАО=МК .х, 
откуда ММ: АВ=АЛ :5, 
то есть, чтобъ опредфлить искомую высоту, должно къ даннымъ тремъ 
прямымъ ММ, АВ, АР найти четвертую пропорщональную. Для сего 
<лфдуетъь только основане даннаго прямоугольника продолжить, и сдВлать 
А=ММ; соединивъ 0 и С праямою О@, и проведя ВГ параллельно ПС, 
получимъ искомую высоту АТ, потому что АС или ММ : АВ-=АО : А]. 
Прямоугольникъ АСНГ, имфюшИЙ АС основанемъ, а АГ высотою, будетъ 
требуемый. 

355. Построшть равностороннй треугольникь равномтърный дан- 
хому АВС (черт. 179). 

Построивъ на сторонф АС равностороный треугольникъ АЕС, продод- 
жимъ ЕА до пересфченя съ прамою ВО, проведенной изъ вершины дан- 
наго треугольника параллельно основан!ю, и описавъ на ОЕ полуокружность, 
возетавимъ изъ А перпендикуляръ АК, до пересфченя съ окружностю. 
Ровносторонн!й треугольникь СЕА, построенный на КА, будетъ требуемый. 

Данный треугольникь АВС равномфренъ треугольнику РАС, потому 
что иметь общее основан!е АС, а вершины В и Г находятся на прямой 
ВО, паралдельной основаню, д посему и высоты равны. Но 

А ВАС : Л САЕ=РА : АЕ ($ 284), 
слЪд. /^\ ВАС: Л САЕПА : АЕ (1) 
Треугольники СГА и САЕ, будучн оба равностороные, подобны, и ио- 
«ему ($ 283). 





/‚ СКА : А САЕ=ЕА? ; АЕ! 
но РА?=ПА ХАЕ (5 219); 
слд. ^\ ЧЕА : А САЕ=БАХАЕ : АЕ! 
(И) 


или /^\ СГА: ` САЕОА:АЕ 





ЕВЕ 


бравнивъ` пропорши (1) и (1) находимь, что вторые, ‘третьи и четвёртые 


члены въ нихъ равны, слЪд. и первые должны быть равны; и такъ — 
А ВАб=А 6РА. о . 

356. Начертить многоузольнихкз, подобный давному 'АВСЕР (черт. 
180), и ‘чтобы плошади относились между собою, такз какз’данныя 
двъ прямыя и т. п. 

Отловимъ на неопредёленной лини ЕВ прямыя 2 и 2, или да пря- 
мыя, которыя бы находились въ такомъ же огношени, и опишемъ на 
суммЪ ихъ ЕН нодуокружность, Изъ точки С, отдфляющей отложенный 
лини, возставимъ перпендикудярь СК до переефченя съ окружности 
ВЪ ТОЧЕБ К, и проведемъ прямыя КН и КЕ. Отложивъ на КЕ часть КР 
равную которой нибудь изъ еторонъ даннаго многоугольника АВ, и 
проведя изъ точки Г прямую П. параллельно ЕН, подучимъ КГ, которая 
будетъ стороною искомаго многоугольниха, соотвфтственною сторонф АВ; 
то есть, если на КГ начертимъ по извфетнымъ правиламъ ($ 236) мно 
тоугольникь КГХОР, подобный АВСЕЛ, то эчеть ъногоугольникъ будеть 
требуемый. И въ самомъ Два: и Г 

иногоуг. КЕХФР : многоут. АВСЕР-КГЯ : КР, 
но КГ : КЕЕКН ; КЕ; слд. КГ? ; КЕКИ? : КЕ? 
но КН? : КЕ—СН : ЕС ($293) елфд. поетавивъ равныя’ отношеня 
вмЪфето равныхъ, получимъ: . тн 66 А 
мног. КОХОР : мног. АВСЕР=СН : Еб=ш: и. , 

357. Основываясь на этой задач, можно строить фигуры, который 
были бы подобны даннымъ, и вмфстЪ съ тфмъ бодфе или менфе ихъ въ 
данное чиело разъ. Наприифръ, если требуется начертить патиугельнихь, 
подобный давному АВСРЕ, и притомъ въ 5 разъ больш, то въ таком 
сдучаЪ прамая 7% должна быть сдфаана въ 5 разъ бодЪе и. 

‚ 358. Раздълить данный треугольникъ на три равномърниыял част 
прямыми, проведенными параллельно основанию... 

Раздёлимъ которую нибудь сторону АВ (черт. 181) даанаю треуголь 
ника АВС ва три равныз части, и возставимъ изъ. точезь дфленя ГЕ 
Г периендикуляры 1Н и ГК до пересфченя съ полуокружноетию, ой 
‹анною на АВ какъ на даметрЪ. Описавъ изъ точки А рад1усомъ 
дугу НЕ. и радусомъ АК дугу КО, онредлимъ точки Е и Г, 106 
которыя должны быть проведены прямыя ЕЁ и Об параллельно основ 
ню ВС, чтобы раздфлить треугольникъ на три равномфрныя части. 

Такъ какъ ЕЁ и ОС параллельны ВС, то изъ того слфдуеть, что тре 
угольники АЕЕ, АСТ и АВС подобны; а изъ этого подобия лдуеть, чт 

А АЕЕ : Д А6О : Д АВСЬ-АЕ? : Ар? : АВ? 
или, поставивъ равныя величины вмЪфсто равныхь, 
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Д АЕЕ : А Аб: АВО=АН? ; АК? ; АВ? = 
=АТЖАВ : АБЖАВ : АВ? ($ 219), 

по сокращени на АВ, получимъ: 

А АЕЕ : Л АС : Л АВС=АТ : АЁ : АВ. ., 

Изъ сего же слфдуетъ, что трапеши ЕЕР@ и @ОВС равномфрны тре- 
угольнику АЕЕ. ы 

359. Данный треуюльнихх АВС (черт. 182) раздълить на три 
равномтрныя части прямыми, проведенными из точки Е, 93ятой 
на поторой нибудь изз сторонз. 

Раздфливъ основан!е АС на три равныя части, и проведя изъ верши- 
ны В прямыя ВО и ВЕ въ точки дфленя Ри Е, мы бы раздёлили 
данный треугольникъ на три равномфоныя части, потому что треуголь- 
ники АВО, ВБЕ, ЕВС имфють равныя оенованя и одну и туже высоту. 
(оединивъ данную точку Е съ вершиною треугольника прямою ВЕ, и 
проведя изъ точекъ дфлешя Е и Г прямыя Еб и’ОН паралдельно пря- 
мой ВЕ, опредфлимъ точки С и Н, чрезь которыя должны проходить 
прамыя ЕС и ЕН, дФляшуя треугольникъ, согласно условю. И въ са- 
момъ дЬлЬ, 

| А ЕНА—=А АРН-+ Л ЕРН 
но Л ЕОН=Л ВОН (по $ 267); 
: елфд. Л ЕНА=Л\ АОН-- Л ВОН-=ВАБ; | 
но мы выше видфли, что Л ВАО=='/з/\ ВАС. 
слфд. Л ЕНА—Уз/\ ВАС. 


‚ Точно такимъ же образомъ можно доказать, что и четыреугольн. ЕНВ@ 


и треугольникъ ЕСС равняются одной трети всего треугольника АВС. 
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ОТДЪЛЕШЕ И: 
О ТБЛАХЪ. 


Глава 1. 
(СОСТАВЛЯЮЩАЯ ВВЕДЕНГЕ ВЪ СТЕРЕОМЕТРИШ), 
0 ПОЛОЖЕН ПРЯМЫХЪ, ВЪ РАЗНЫХЪ ПЛОСКОСТЯХЪ НАХОДЯЩИХСЯ, 
И ВЗАИМНОМЪ ПОЛОЖЕН ПЛОСКОСТЕЙ; © ПЛОСКОСТНЫХЪ И МНОГО- 
ТРАННЫХЪ УГЛАХЪ. 


Г. О положении прямыхъ, въ разныхъ плоскостяхь нахо 
дящихся. 


360. Точки, лини я фигуры, которыя, до сего времени были разсма- 
триваемы, предполагалиеь на одной и той же плоскости. Прежде нежеля 
приступимъ къ изложеню теоремъ, относящихся къ протяжен1ямъ трехь 
измфрешй, слфдуетъ раземотрфть, въ какихъ соотношеняхъ могутъ быть 
плоскости между собою и прямыя лини къ плоскостямъ. 

361. Въ $4 было объяенено, что идлоскоетью называется такая п- 
верхность, на которой можно себф вообразить прямыя лини, совмЪыщаю- 
щася съ нею во всфхъ направлен1яхъ. Такъ какъ поверхность, а побен7 
и плоскость, есть неопредфленное протяжене въ длину и ширину, № 
по этой же причин® плоскость, вообще взятая, не имфетъ предфловь Е 
опредфленнато очертан1я. Обыкновенно представляють ве въ видф #00’ 
угольнаго параллелограмма ММ, какъ показано въ черт. 183. 

362. Представимъ себЪ, что ка плоскости ММ проведена прямая АВ, 
и что плоскость ММ обращается около прямой АВ, какъ около оси. 0 
Видно, что она можеть притомъ находиться въ весьма различныхъ под 
женяхь, измфняющихся до безконечноети. А изъ сего слфдуеть, 9% 
чрезъ одну прямую можно провести безчисленное множество плоскостей: 
ИЗЪ ЭТОГО же выводится заключен, что нельзя опреджлить положения 
илоскости одною прямою на ней находящеюся. 

363. Такъ какъ на прямой АВ можно вообразить безчисленное мно“ 
ство точекъ, и плоскость, ироходящая чрезъ прямую. проходить также 
чрезъ всБ точки на ней взятыя; то изъ сего слфдуеть, что одна точ 
или Несколько точекъ на одной прамой взятыхъ, не опредъляють 10л- 
женя илоскости. 

364. Предетавимъ себЪ теперь, что плоскость ММ (черт. 184), обра 
Щаясь около АВ, приходить въ такое положене, при которомъ и прямая 


АС будеть лежать на ней веБми своими точками. Не трудно убфдить& 
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въ томъ, что плоскость ММ при малЪйЙшемъ обращении, уже не будетъ 
проходить чрезь АС, к что елФдовательно плоскость при одномъ только 
положени проходить чрезъ обф прямыя, и посему положевае двухъ пря- 
мыхъ АВ и АС, пересёкающихся въ точкЪ А, совершенно опредфляеть 
положене плоскости ММ, или, чрезь дв пересфкающияся прямыя можно 
провести тольку одну плоскость. 

365. Такъ какъ положене точекъ В, А, С совершенно опредфляетъ по- 
ложене прямыхъ ВА и СА, то посему положенемъ трехъ точекъ В, А,С 
не на одной прямой находящихся, опредфляетея положен1е плоскости ММ. 

366. Въ $ 364 объяенено, что черезь двз пересфкающияся прямыя 
{или чрезъ тая двф прямыя, которыя по достаточномъ продолжения пе- 
ресВкаются) можно провести плоскость. Еели же прямня не параллельны, 
и не пересфкаются по достаточномъ продолжен!и, то въ такомъ случаЪ 
не можеть быть проведена чрезь нихъ плоскость. Напримфръ чрезъ 
прямую, начерченную на иолу комнаты, и другую ненараллельную пря- 
мую, проведенную на стфн%, нельзя вообразить плоскости, если данныя 
прямыя не встрёчаются взаимно тамъ, гдф илоскость пола соединяется 
©ъ плоскостью етёны. ? 

367. Еели прямая, по достаточномъ продолженши, встрёчаетъ плоскость, 
то она ее пересфкаетъ въ одной только точкЪ, Положимъ, что она пере- 
сЪкла бы плоскость въ ДвУХЪ точкахъ; въ такомъ случаЪ эти точки были 
бы обийя для данной прямой и для данной изоскоети, и между ними 
находилась бы часть данной ирямой и часть плоскости. Изъ сего бы 
сдфдовало, что чаеть данной прямой, & иосему и самая прямая лежала 
бы на плоскости, — что противно сдфланному уеловю. И такъ прямал, 
ветруьчающая плоскость, пересъкаетз ее только въ одной точит. 

368. Если же плоскость пересъкаетъ друзую плоскоств, то вза- 
имное ит перестченае есть прямая линля ($ 185). 

Въ самомъ дьль пусть пересъкается плоскость ММ илоскостью РФ, и 
въ числь ихъ общихъ точекъ пусть находятся три, изприм. А, С, О не 
въ прямой лини; то об илоекости ММ и РФ проходя чрезъ три точки, 
не на одной прямой находяшияся, должны слиться въ одну ($ 365). Изъ 
сего же слфдуетъ, что всЪ общйя ихз точки должны быть на одной пря- 
мой, или что общее ихъ нересьчене должно быть прямою линею. 

369. Прямыя могутъ имфть такое же положене относительно плоско- 
етей, какое имфютЪ относительно другихь прамыхъ, въ одной плоскости 
съ ними находящихся, то есть, могуть быть хараллельны БЪ влоскостямъ 
когда ихъ не пересфкаютъ, какъ бы далеко и въ какую бы сторону ни 
были продолжены; въ противномъ случаЪ онЪ называются непараллель- 
ными. Еели нрямая пернендикулярна во всфыъ прамымъ, проведенным 
на плоскости чрезъ точку пересфчен!я, тогда прямая называется яер- 
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де къ плоскости. Если же данная прямая не ко вовыъ 
ъ нерпендикулярна, которыя 
проведены на плоскости чрезъ 
ЧЕ 

ие то она называется нахлонною` из плоскости о 
м . Докажемз теперь, что если прямал АР (черт. 186) перпен- 
‘ Улярна пз двумз прямымз РЕ ц Р@, проведенным» на плосто- 
ти УМ чрезз точку перестъченуя Р 
всякой прямой РО, проведенной 
слъд. в из плоскости ММ. 

Проведя чрезъ точку С прамую ВО меж 


ду сторонами РЕ и Рб 

_ таЪ 

обы она въ точкЬ С раздфлилась пополамъ $198), и соединивъ ми 
‚С, ) въ. точкою А п у 


ямы 
АВО, въ которомъ рамыми АВ, АС, АР, построим треугольни» 


АВ Ар —9 АС 2ВС? ($. 
Изъ треугольника же ВРО, по ' = же в т елфдуетъ р 
, РВ? РО—2РО?-- ВС? (2) ры 
ЫЧТЯ Травн. (2) ‚изъ уравн. (1) почденно, нолучимь: 
=. АВ РЕНА —роз-еЗА:— РС: (3) 
| | рямоуг. треуг. . АРВ и АР слфдуетъ, что 
р АВ*—РВ2—АР2, и А0*—Рр:— 2 . 
7, подставивъ въ уравн. (3) равныя величины выфсто равных», 


буденъ имфть: . 
}Р2--АР-—2АС?— 508 
или 2АР—ЭАС:— РС 
| или ` АР’— АС? _Р(а 
— ` откуда АС— дАр2-+ РСг - 
а. треут. АРС также прамоугольный, и АС есть 
угель АРС прямой; изъ сего же ВЫВОДИТСЯ, Что АР пе 


ая +, то она перпендикулярна ко 
чрез5 Р вь той же влоскости, в 


гипотенуза; сл. 
риендикуляриа К 


РС, & посему и къ плоскости ММ 

371. Изё точки Р (черт. 187), 
#5 ялостостые возставить только 
Положимъ, чт сверхъ РА мо 


взятой на плоскости ММ, можю 
одинз периендикулярь АР. 
жно провести еще пердендикударь Р0 


плоскости ММ 
черт. 
пустить жолёко ООни5 рае 


— и; 


Лозожиме, 6% Кром АВ ‘можно"бы быле продести ‘еще другую пер- 
пендикулярную “Ъ нлоскости ММ прямую АЛ. „Чтобы это опровергнуть, 
прёдетавимь себ ё, что’ чрезь прямыя АВ и:АО. проведена нлоскость, ` и 
пуеть ея общее пересфченю съ плоскостью ММ будетъ прямая ВП; то въ 
такомъ случав можно бы было люстроить треугольникъ АВЬ, въ которомъ 
АВ и АР-быди бы нериендикулярны къ’одной и той же прямой Вр. Не. 
этого быть не можеть; & посему и нельзя изъ одной точки провести двухъ 
перпендикуляровъ къ одной и той же плоскости. 

‘Точка В, въ койорой: периендикуларная АВ пересхаетъ плоскость ММ. 
называется ея осйованемз. 

‘373. Если изв ‘точки А, взятой внъ плоскости ММ (черт. 189), 

проведутся из плоскости перпендикулярная и нтеколько нахлок- 
ных, то: Г перпендикулярная короче встъьхъ наплоннымт П, наилон- 
ныя, равноудаляющияся отз основамля пертендикуляра, равны; Ш, #35 
неравноудаляющится та длиннте, котория далпе отстонть отз 
основашя перпендикуляра. 
_Л. Пусть АР перневдикулярна, а АЕ наклонна къ илоскостя МХ. Про- 
ведя чрезъ нихъ плоскость АРЕ убфдимся, что АРС АЕ, потому что ($ 44) 
АР перпендикулярна, АЕ наклонна къ одной и ТОЙ же диши, и прове». 
дены изъ одной и той же точкй А, 

1. Пусть АЕ и АЕ наклонныя, равноудаляюцияся отъ оенованя пер- 
пендикуляра, то есть РЕ-РЕ. Очевидно, что треугольники АРЕ и АРЕ 
равны ($ 57); а изъ ихъ равенства слЪфдуетъ, что АЕ—АЕ. 

Ш. Пусть АВ наклонная прямая, далфе отстоящая отъ перпендикуляра 
нежели АЕ, то есть пусть РВ>РЕ. Отложивъ на РВ прямую РС=РЕ, 
и соединив С и А прямою, поетроимъ прямую АС равную АЕ (5 373. |1 
прямая же АВ>>АС (по $ 45); слд. и АВ>АЕ. 

- 374. Сладетве. Такъ какъ периендикуляръ АР короче всфхъ прямыхъ, 
которыя могутъ быть проведены между точкою А и плоскостью ММ, то’ 
нмъ и опредёляется разстояне между точкою А и плоскостью МК. 
`:375. Если. (черт. 190) №35 основанёл Р периендикуляра АР прове- 
дется прямая РВ перпендикулярно из лини Еб, произвольно про- 
ведениой в8 той же плоскости ММ, и если точта нереспченя В сое- 
динится сз катою нибудь точкою А даннао перпендикуляра АР, 
прямою АВ, то эта яосльдняя будетз перпендикулярна и ЕД, 

Отложимъ на прямой ЕС, по 0б% стороны точки. пересвчения. В, рав- 
выя части ВС и ВБ, и соединивъ Р съ точками Сяр прашыми РС и 
РО, ‘которыя делжяы быть раввы между собою, какь наквонныя равно- 
удалянииявя отъ основавя пернендикудяра. Соединивъ точЕ? А съСир 
прямыми АГ и АС, получимъ также равныя лини ($ 373. И). Изъ том 
ке, что АС—АШ, АВ-АВ, ВО=ВС слфдуеть равенство треугольниковъ 
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и угловь АВС и АВЬ. Ееля же /АВСЬ—/АВО, то прямая АВ перпен- 
дикулярна къ ОС или Еб. ы 


376. Слёдетне 1. Такъ какъ АВ перпендикулярна къ ПОС, тои ОС 
перпендикулярна къ АВ. Сзерхъ сего’ ПО пернендикулярна и‘ къ ВР; 
слфд. она перпендикулярна къ двумъ прямымъ ВА и ВР, проведенныхъ 
въ плоскости АВР чрезь точку пересъченя В, и посему ОС перпендик- 
лярна.и къ самой плоскости АВР. 

377. Слёдетые 2. Прямая РВ короче РС ($ 45), & РС короче АС, слы, 
РВ<<АС. Подобнымъ образомъ можно доказать, что РВ перпендикулярная 
какъ къ прямой АР, такъ и къ ПС, короче всякой прямой, проведенной 
между лишями АРи С), м посему принимается за разетояне между 
ВИМИ. 

378. Если (черт. 191) ярямая АР перпендихулярна кз плоскости 
ММ, то веяхая прямая ВС параллельная прямой АР, также пе 
пендикуляриа из той же плоскости ММ. 

Чтобы въ этомъ УбЪдиться, проведемъ чрезь АР и параллельную Е 
ней ВС плоскость АВСР, пересвкавущую данную идоекость въ прямой РС. 
Прямая АР, пернендиъулярная 5Ъ, плоскости ММ, должна быть перен 
дикулярна и къ РС; прямая ВС, по причинЪ параллельности съ прамою 
АР, должна быть также перпендикулярна къ прамой РС. Еели теперь 
докажемъ, что ВС перпендикулярна еще къ другой прямой, проведенной 
чрезъ точку пересфченя С, то выъеть ©ъ ТБмъ докащемъ требуемое. 
Проведемъ чрезь С прамую ОЕ перпендикулярно къ РС въ плоскости 
ММ. Эта прямая (6 376) нернендикулярна къ плоскости АРС или АРСВ, 
8 посему перпендикулярна и къ ВС, проведенной въ точеЪ пересфченя 
С въ той же плоскости. Изъ сего же слЪфдуетъ, обратно, что ВС периен- 


С перпендикулярна къ РЕ и СР, 


проходящимъ чрезъ ея основан; сдфд. перпендикулярна и къ плоскости 


ММ ($ 370). 

379. Изъ предъидущаго предложения сяфдуеть обратное: если АРи ВС 
перпендикулярны из одной и той же плобкости, то онъ должны 
быть параллельны между собою (черт. 172). ит 

Въ вамомъ ДЪЛЪ, если ВС ие нараллельна АР, то 
чрезъ точку С прямую СЕ, которая была бы параллельн: 
СЕ ($ 378) была бы перпендикулярна къ плоскости М 
имфли бы дв прамыя ВСи ЕО, проведенныя перпенд 
кости ММ изъ одной точки С. Но какъ этого быть не 


можно провестЕ 
& АР; но прамая 
№ и посему мн 
Чкулярно къ плос- 


. можеть то 

посему и предположенше, что ВС нараллельна АР, не МОЖеТЪ быть — а 
380. Если 35 зреть ярямыть (черт. 193) АС, ВН, у р 

85 Одной плоскости, двь прлмыл Аб и С параллед 


то онъ параллельны между собою. 


СТ нележащинкь 
ны третьей ВН, 
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Представимъ себЪ, что плоскость ММ проведена периендикулярно тъ 
одной изъ прямыхъ, напр. ВН, и перес®каеть ее въ Е, то т О 
прямыя АС и СГ пересфчеть периендякулярно, потому что е аа 
лельны ВН ($ 378). Если же А@ и СТ перпендикулярны къ одной п10с 
ММ, то онф должны быть параллельны ($ 379). 

381. Если прямая СР (черт. 194) параллельна прямой АВ, прове- 
денной на плоскости ММ, то она параллельна и тз самой ялосо-_ 
ие: СП и АВ опредфляютъ положение плоскости, въ которой и 
дитея прямая СП. Какь бы ее не продолжали, она должна и . 
этой плоскости; и посему если-бъ она могла пересфчь плоскость | й 
эго могло бъ быть только въ какой нибудь точкв общато сфченя —. 0 
стей СОВА и ММ, то есть, прямой АВ. Но это противорфчитъ ее в 
ному условию, елЪд. прямая СО не можеть пересфчь плоскости М, 

ллельна къ ней. 
и (черт. 195) ММ и РО, перпендикулярныя из 
# # АВ, параллельны. 
ее и: Если плоскоети ММ и РФ и 
то он должны встрётиться. Пусть онф пересвкаютея въ прямо у 


В 
‘Соединивъ какую нибудь точку Е, взятую на СО, съ точками Ай 


прямыми ЕА, ЕВ, мы составиля бы треуг. ЕАВ, въ ое п 
и ЕВА были бы прямые ($ 370), что противно реж аа _ 
ложешямъ ($ 106): посему и предложеше, что плоскости № 
дельны, нееправедливо. . 
"88. Боль — о плоскостм ММ и М5 (черт. 196) и 
ляриы кь прямой АР вз одной и той же точкъ, то он 
овтадатз. 
" оба въ этомъ убздитьея, проведемъ плоскость те а 5 
и пусть она пересфкаеть ММ въ прямой РО, & плоскость д ей 
РВ. Такъ какъ АР, по уеловию ‘перпендикулярна 5Ъ о : _ . _ 
МЗ, то она должна быть перпендикулярна и къ прямымъ ма 3 
веленнымъ чрезъ ея основане. И такъ, при этомъ пред ка — —. 
имфли бы въ одной плоскости АК два перпендикуляра — . е в 
ведевные къ одной прямой АР изъ одной и той же точки Р. 
сего быть не можетъ, то и сдфланное предположене, что Ня а 
проведены дв различныя плоскости перпендикулярно къ прям : 
быть допущено. . 
аа А АВ и СР (черт. 197) двухё параллельныть плос 
костей ММ и РО третьею ВЗ, также параллельны. Ее 
Если АВ, СО были бы непаралледьны, то онф бы перес —. — т 
онф находятся на плоекостяхъ ММ и РО, то точка ихъ пересёче 








ООН, С ь | \ 
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ходилась бы на обфихъ плоскостяхъ, елфд. обЪ плоскости въ. Такомъ слу. 
ч8$ пересфкались бы въ какой нибудь прямой, на, которой должна нахо- 
ДИТЬся эта точка. А какъ это противорфчитъ уеловию,. тои прамыя АВя 
С не могуть пересфкатьея, и посему должны быть иаралдельны.. 

385. Прямая АВ (черт. 198), перпендикулярнал вь плоскости МК, 
перпендикулярна и тз плоскости РФ. нараллельной кз ММ. 

По условю ВА пернендикулярна къ плоскости МХ, елфд. она иериен | 
дикулярна къ прямымь АС и АО, проведеннымъ чрезъ ея основане на 
плоскости ММ. Вообразимъ теперь плоскость, проходящую чрезъ прямыя 
АТ и АВ, и пусть эта плоскость, пересфкаетъ плоскость РО въ прямй | 
ВЕ; то прямая ВЕ ($ 384) должна быть параллельна АВ, и какъ прямая 
ВА перпендикулярна къ АП, то она доджна быть перпендикулярна и къ 
ея параллельной ВЕ. Точно такимъ же образомъ докажемъ проведя 1.106 
та чрезъ АС и АВ, что прямая ВА перпендикулярна и Ёъ прямой ВР. 
‘сли же прямая ВА къ прямымъ ВЕ и ВЕ, проведеннымъ чрезъ точку перес$- 
ченя В на илоскости, то она перпендикулярна и къ самой плоскости Р4. 

386. Параллельныя прямыя АВ и. СП (черт. 199), содержашилея 
между параллеяными” плоскостями ММ и РО, равны 


Такъ какъ прамыя АВ и СО параллельны, то чр 


езъ нихъ можно про 
вести плоскость АВОС. Пусть она 

. пересфкаетъ параллельн стя 
ММ и РО въ прямыхь АС и ВО ' . 


‚ которыя должны быть также параллель" 
ны. Еели же параллельныя лини АВ АС 
,«. м * И с ь 
а зежатъ между парал. АС 1 
387. Изъ $ 379 слёдуетъ, что вели ) 

у прямыя ВА, ЕР. ЕО. 8 
перпендикулярны къ плоскости ММ, то онъ параллельны — _ г. 
Если же плоскости ММ и РО паралле и 


льны. то (386) прямыя ВА. ЕР. ЕС 
должны быть и равны. И такъ, параллельныя плоскости ММ и РО #0 


воть точката равно отстолтз одна отъ другой, потом я ео: 
ме опредфлаемыя нерпендикулярами, вездь равны. У что разс 
388. На параллельноети прямыхъ, въ разныхь пдоскост 
Щихся, основываются елфдуюця теоромы: — 
` Если два линеяные угла ЕОЕ и ВАС (черт. 200), лежаша у’ , 
ныгв плоспостять ММ и РФ, составлены параллельным и 
№ отверстля узлов обращены вз одну сторону, то | ав 
П. плоскости параллельны. т - лы равны, й 
Г. Дая доказательства сдф‘аемъ стороны угловь 
ПЕ-=АВ, РЕ=АС. и соединимъ Е съ С ирямою ЕС, а Рив Е 
ЕВ Такъ какъ РЕ. равна н.о параллельна АС. то — = и прамит 
102). что ЕС равна и наралдельна ОА. Подобныму и елфдуетъ 
что и РВ равна и парал. ОА. А изъ еего сльдуеть, что . а 
парал. ЕВ Изъ парлалельнести же и равенства п прамыхт о не р 
0 Сар 


ъ находя 


равными, то есть, 


ея 


дуетъ равенство и параллельность прямых ЕЁ и ВС. Слёдетнемъ этого 
равенства будетъ равенство треугольниковъ ЕОЕ и ВАС ($ 54); если же 
треугольники равны, то ХЕХЕ /ВАС. 


П. Рети положимъ, что плоскость РО непараллельна ММ, то можно 
провести черезъ точку Г) другую плоскость, которая была бы параллель- 
на ММ: и пусть эта предполагаемая параллельная плоскость пересфкаеть 
прямыя ЕС и ЕВ, въ точкахъ М и О. Вь такомъ случа прямая А бы- 
ла бы равна МС и ОВ; но въ предъидущемь параграф® мы видфли, что 
АР=ЕС=ВЕ; слфд. МС—ЕС. ОВ-=ЕВ. то есть чаеть была бы равна 
своему пфлому. А какъ поелфдь1й выводъ невозможенъ, то и предположе- 
нте, что плоскость РО непараллельна плоскости ММ, не можеть имфть мВста. 


389. Изь послфдней теоремы слфдуетъ, что если три ирямия ПЕ, ЕО, 
ЕЕ (черт. 200), лежашйя вз одной плостости РФ и составляюиия 
треул. РЕЕ равны и параллельны порознь тремз прямым АС, АВ, 
ВС, лежашимз вз другой плоскости и составляющить треуа. АВС 
то треуольники равны и плоскости ить параллельны. 


Въ самомъ ДЛЬ, сдлавъ подобное построеше какъ и въ предъиду- 
щемъ параграфЪ, легко убфдимся, что прямыя РА, ЕС, ЕВ, соединяющия 
концы данныхь прямыхъ, равны между собою и параллельны, потому что 
лежать между равными и израллельными лишями. Изъ равенства и па- 
раллельности прямыхъ ОА, ЕС, ЕВ можно вывесть, какъ показано въ 
предъидущемъ иараграфЪ, параллельность плоскостей РО и МХ. Равен- 
ство же треуг. ОЕЕ и АВС слфдуетъ изъ того, что три стороны одного 
равны порознь тремъ сторонамъ другаго. 


° 390. Двь прямыя (черт. 201) ЕА и.СВ, лежащая в; разнытв плос- 
хост ятв и заключающаяся между двумя параллельными плоскостя- 
ми ВЗ и ММ, разсъкаются плоскостью РФ параллельною перзымь 
двумз, на части пропорцоналёныя. 


Чтобы доказать требуемое, проведем плоскости РАВ и СЕВ чрезъ 
точки Е, А, Ви точки С, Е, В. Первая плоскость разефчеть плоскость 
РО въ прямой СР, а плоскость МХ въ прямой АВ, параллельной пря- 
мой СР (6 384); по той же причин® сбчеше ОЕ параллельно съченю Рб. 


Изъ треуг. ЕАВ, въ которомъ ПС парал. АР, ВЫВОДИТСЯ: 
ЕС : СА-ЕЕО : В (1) 
Изъ треуг. ВЕС, въ которомъ ОЕ парад. ЕС, едфдуеть: 
ЕП: 08=бЕ СЕВ (2) 
_ Изъ ДВУХЪ же пронорщй выводится, что 
ЕС : САСЕ : ЕВ 
что и доказать надлежало. 





в | 


П. 0 плоскостныхъ углахъ. 


391. Мы видфли, что оть пересфченя двухъ прямыхъ образуетея пря 
молинейный угодъ. Такимъ же’ образомъ и плоскости своинъ пересфче- 
немъ составляютъ углы, которые вазываются плоскостными или 049. | 
фанными, потому что плоскости, образующия уголъ, называются транями, 
и для построеня угла потребно двЪ плоскости. Подъ плоскостнымъ у 
ломъ разумфется неопредъленное пространство, содержащееся между дву- 
‚мя пересфкающимися плоскостями. 

Выше было объяснено, что углы линейные не измфняютея оть увел: 
чиваня или уменышен!я ихъ сторонъ, д единственно зависатъ отъ боль 
шато или меньшато наклоненя сторонъ. Точно такъ и плоскостные угля 
не измфняются отъ увеличивая или уменьшения граней, а отъ изм}- 
невя положения составляющихь ихъ плоскостей. 

392. Прямая АВ (черт. 202) въ которой пересфкаются плоскости или 
грани САВ и РАВ, называется ребромз угла, или общимз перестъчемем 
илоскостей: Для означения ‘двуграннаго угла принимаютъ четыре буквы, 
изъ коихъ средыя дяБ означаютъ общее пересфчене плоскостей, а край 
н1я ставятся на граняхъ, по одной на каждой. И такь плоскостный уго 
на черт. 202 предетавленный, и образуемый плоскостями САВ и РАВ, 
означается четырьмя буквами САВЕ; 

393. Если при наложени одного плоекостнаго угла на друкй ребра 
ихъ и грани совпадаютъ, то таковые плоскостные углы равны. Само ©9- 
бою разумфетея, что для равенства плоскостныхь угловъ не требуется 


чтобы грани и ребро одного Утла совершенно взаимно совыфшались 65 


транями и ребромъ другаго; но только, чтобы ребра были на одной пря- 
мой, а грани на олнихъ плоскостяхъ; точно такъ какъ не требуется, 
чтобы стороны равныхь линейныхь угловъ при наложени совершения 
взаимно закрывали одна другую. 

394. Плоскостные узлы АВС и А’В’С равны (черт. 203), если 
равны линейные узлы ММР и МР’, составленные рами МУ, 
МР м М№, МР’, ироведенными на ранять у1ловз перпендикулярно 
хз общимз перестчещяме ВС и В’С’ изза точекь Ми № ан 
взятых на ние. 

Представимъ себЪ, что плоскостный Уголъ АВСР нан 
костный угодъ А’В’СТ’ такъ, чтобы грань АВС находилась аня 
АЗС и ребро ВС на В’С, и притомъ. чтобы точка № и г то 
по равенству прямыхъ угловъ ВММ и В’№М’, прямая МК совгадетъ съ ХМ 

Такъ какъ ММ и МР перпендикулярны КЪ ВС, то изъ того елЪдуеть. что 
ВС перпендикул. къ плоскости ММР. По той &е причинв и Ве пер- 


есенъ нь плос- 
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пендик. къ плоскости №М’Р’. А ивь перпендикулярности этигъ плоскос- 
тей къ ВС и ВС’ елфдуетъ, что при совнаденн прямыхь ВС и ВСи 
тотчесъь № и №, совпадуть и плоскости ММР я №М?’. а изъ этого вы- 
водителя, такъ какъ ММ совиздеть съ №М' и по условю /ММР/М”МР" 
то и прямая МР совпадетъ съ №Р’. Теперь не трудно убфдиться, что и 
плоскость ВСР будетъ находиться на плоскости В’СТУ, потому что 0бъ 
плескости проведены чрезь одиф и тьже дв пересфкающяся прямыя 
ВС я МР’. Если же плоскости ВСО и В'СТ’ совнадаютъ, то углы идос- 
костные АВСО и АВ’СТ’ равны, потому что 06 грани и общее ихъ пе. 
ресфчене перваго, совпадаютъ съ обфими гравами и ребромъ втораго. 


395. Чтобы опредфлить величину плоскостнаго угла, слФдовало бы оц- 
редфлить его отношене къ другому идоскостному углу, принимаемому 
за единицу, наприм. въ углу, составляемому двумя взаимно перпенди- 
кулярными плоскостями. Но какъ это ве совсфыъ удобно, то и принять 
способъ, сходный съ тфмъ, который намъ уже извфстенъ для изм френ1я 
линейныхъ угловъ. Въ предъидущемъ параграф мы видфли, что вели- 
чина плоскостныхь угловъ находится въ зависимости отъ линейнаго угла, 
составленнаго перпевдикулярными прямыми, проведенными изъ какой ни- 
будь точки общаго пересбченя къ самому пересфчещю въ обфихъ илос- 
костяхъ. Этоть уголь ММР (черт. 203) и принимается за мфру плоскост- 
наго угла. 

396. Чтобы доказать справедливость этого способа должно вывести во 
1-ХЪ, чо мъра эта постоянна, то есть, что уголь ЕЁб (черт. 204) 
не измъняется, изь какой бы точки общаго пересъченя ни были-бь 
проведены перпендикуляры, его составляющие. | 

Въ самомъ дфлЬ (черт. 204), пусть изъ двухъ какихъ нибудь точекь 
Ри РЕ, общаго нересфченя ВС, проведены перпевдикуляры въ обфихъ 
граняхъ КЕ, Еб и ЕЕ, Е’С’кь общему пересБченю ВС. Прямыя ЕЕ и 
РЕ’ параллельны, потому что перпендикуляры къ одной и той же пря- 
мой ВС; по той же причин и ЕС параллельна Е’С’. И такъ углы ЕРб” 
и ЕЁЕС’, составленные параллельными прамыми, равны ($ 388). 

397. Во вторыхъ, должно доказать, что линейный уголъ ЕР@ ‘увели 
чивается и уменьшается въ томъ же отношен!и, въ какомъ увеличивает- 
я и уменьшаетея плоскостный уголь АВС или другими еловами, жлос- 
костные узлы относятся между собою татз, каз линейные, озна- 
ченнымз образомз построенные. и 

Въ самомъ дфаБ пусть (черт. 205) будуть даны лва плоскост. угла 
АВС и А’В’СТУ, и пусть грани ихъ прямоугольны и между собою рав- 
вы, текь что ВА-—ВЕ—В'А’-—=В’Р, и ноеему можно ошисать Дуги АЕ, 
АР. сверхъ сего поюжимъ, что АВ, ЕВ, ЕС, ОС перневдикулярны ху 
ВС и АВ, ЕВ, ЕС, П’С периендикулярны къ В'С.. И такъ АВР и 

Теом. Буссе. $ 


, 
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А’ВЕ суть тБ лянейные углы, которые принимаются за мфру плосьит. 
ныхь угловь АВСО, А’В’СТУ, и посему какъ выше сказано, должно ет 
доказать, что они отноеятея какъ плоскостные углы. 


Здфсь могутъ быть два случая: углы АВР м А’В'Е могутв быть 60- 
измъримы и несоизмъримы: 


1-й случай. Пусть углы АВЕ и АВЕ соизмфримы, и пусть они 01 
носятся между собою какъ 3 къ 4. Раздфливъ уголь АВЕ на 3, а о 
А’ВТ" на 4 части, получимъ равнне углы АВС, СВН..., А’ВК’ КВТ... 
Проведя плоскости чрезъ общее пересёчеше ВС и прямыя ВС, ВН, 1 
потомъ чрезъ общее пересфчене В’С’и ирамыя К’В’, Г/В’... раздфаяю 
первый плоскоствый уголь АВС на 3 плоскостныхъ угла, & вторй 
плоскостный уголь А’ВСТ’ на четыре. ВсЪ частные плоскоетные угл 
равны между собою, потому что ХАВ@:= ХСВН == ИНВЕ= АК = 
КЗВТ..... ($ 394). А изь этого сдфдуетъ. что 
плоскост. уг. АВС : плоск. уг. А’В'СО’=3 : 4 
но и ХАВЕ : ХАВЕ—:4 
слфд. илоск. уг. АВС : ил. уг. А'ВСТ-= АВЕ: КАЗВЕ. 

2-& случай доказывается точно такимъ же образомъ какъ и въ Ш 
ниметр!и подобное предложен!е было доказано ($ 37), то ееть косвении. 


398. И такъ линейный уголь АВЕ находитея точно въ такомъ де и" 
ношении къ плоскостному АВСО, въ какомъ находится дуга АЕ 5Ъ " 


нейному углу АВЕ; посему-то уголь АВЕ и принимается 


за мЪру пл 
костнато угла АВС. 


399. Такъ гакъ линейные углы, служаще мфрою плоекостнымь угла 
могуть быть прямые, острые, тупые, то по еей причин и илоскостив’ 
углы могуть быть прямые, острые и тупые. 


Отънересвченя двухъ илоекостей также происходятъ смежные плоско" 
ные углы, коихъ сумма равняется двумъ прямымъ. Чтобы въ этомъ ии 
риться, стоить только провести плоскоеть периендикулярную къ общег 
пересфченю, тогда образуются линейные Утлы, воторые служать м®ри 
для плоскостныхъ. И какь сумма этихъ линейныхь угдовъ, какь сме 
ныхь, равна двумъ прямымъ, то и сумма ДвухЪ смежныхь плоскости 
угловъ равна двумъ прямымъ. 

400. Также не трудно доказать, что сумма вобхъ идос 
лежащихь около одного общаго пересфчены, равна четыремъ прямых 
что углы противоположные равны; что, если двЪ параллельныя плоской” 
пересфкаются третьею, то углы наклонен!я плоскостей равны и проч. 

401. Изз яредвидушало слъдуетз, что если (черт. 206) 8$ периё" 

д. ЗУлярна из плоскости ММ, то всякая плоскость РО, проходяши! 
чре 32 нее, будеть перпендикулярна кз плоскости ММ. 


Коетныхь Угд08» 
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Такъ какъ В5 перпендикулярна къ идоскости МХ, то она перпендяку- 
лярна ко всякой прамой, проведенной на плоскости чрезъ ея основаше 
$; сад. она перпендикулярна и къ общему пересфченю РГ, и къ пря- 
мой ЭТ, проведенной перпендикулярно къ общему пересфченю. И такъ 
уголъ ВЗТ есть мфра плоскостнаго угла, составляемаго плоскостями РО 
я ММ; слбд. плоскостной уголъ прямой, и посему плоскость РО нериен- 
дикулярна къ ММ. 

402. Такъ какъ чрезъ прямую ВЗ можно провести безчисленное мно- 
жество перпендикулярныхъ плоскостей, то изъ того слфдуетъ, что чрезъ 
одну точку 5, взятую на данной плоскости, можно къ ней провести без- 
численное множество перпендикулярныхъ плоскостей МХ. 

403. Изъ $ 401 слфдуетъ, что если плоскость (черт. 206) РФ перпен- 
Эикулярна из плоскости ММ, то всякая прямая Е$, проведенная 
на плоскости РЦ перпендикулярно только кз общему съчензю РИ, 
будет» перпендикулярна и къ самой плоскости МХ. 

Чтобъ убфдиться въ этомъ предложени, проведемъ прямую ЭТ пер- 
пендикулярно къ РГ, то составленный уголь ВЗТ додженъ быть прямой. 
потому что онъ служить мфрою илоскостнаго прямаго угла ($ 398), и 
носему прямая ВЗ перпендикулярна не только къ РГ, но и къ 5Т; а по- 
‹ему и къ самой плоскости ММ. 

404. Сл®дстве. Если плескость РО перпендикулярна къ плоскости МХ, 
и если изъ точки 5, общаго переефчен!я, возставится перпендикуляръ ЭК 
&ъ плоскости ММ, то онъ долженъ находиться въ плоскости РО. Поло- 
ЖимЪ, что онъ въ ней не находится, то въ такомъ случа можнобъ бы- 
ло чрезъ точку $ провести прямую ЭВ’, нерпендикулярно къ общему пе- 
ресжчен1ю РГ, и эта прямая ЗВ’ была бы также перпендикулярна къ МХ 
{$ 403); слёд. мы имфли бы два нерпендикуляра къ плоскости УМ, про- 
веденные изъ одной точки $, взятой на плоскости, чего быть не можетъ 


_ {$ 372), посему и сдфланное положене не имфеть мЪета. 


405. Изъ поел®дняго же предложения слфдуеть, что если (черт. 207, 
дБ плоскости ОР и В$ перпендикулярны къ одной и той же плоскости, 
и изъ точки В, въ которой пересфкаются обшйя пересфченн СЗ и РР, 
возставленъ будетъ нерпендикуляръ къ плоскости ММ, то этоть периен- 
дикуляръ ВА долженъ (по 5 404) находиться и въ илоскостяхъ РФ и 
8$, то есть, сливаться съ общимъ ихъ пересёченемъ, или, общее яере- 
стъченле двутз плоскостей, перпендикулярныхь из третьей также 
‘перпендикулярно къ той же плоскости. 


Ш. 0 мнотогранныхь углахъ. 


406. Мы видьли, что двЪ плоскости, въ отношени къ ихъ положеню, 
Мотуть быть параллельны или не параллельны; въ послзднемъ случаъ 
9* 
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онф пересфкаются въ прямой, и составляють плоскоетный уголь. Три 
плоскости въ отношени къ ихъ положению, могуть быть: 1, веф три 
параллельны; П, двф параллельны, а третья непараллельна: Ш, ве ти 
непараллельны. Въ нервомъ елучав не образуется никакихъ угловтъ, таЪ 
хакъ параллельныя плоскоети не пересфкаются; во второмъ, треть 


плоекость, пересекая каждую изъ первыхъ двухъ въ прямыхъ ЛИНИЯУЬ, 


составляеть съ каждою плоскостью по четыре илоскостныхъ угла. 

407. Разберемъ третй случай, въ которомъ принимается, что даниыя 
плоскости всф непараллельны. Длф непараллельныя плоскости (черт. 20% 
ММ и РО пересЪкаются въ прямой ЕС; третья же плоскость В$ пере - 
каетъ илоскость ММ въ прямой ОЕ, плоскость РО въ прямой АВ, а обще 
ихъ иересфчене Е@ въ одной точк С. И тавъ веЪ три плоскости им$- 
ють одну общую точку С. Неопредфленное пространство, заключающеея 
между плоскостяти, имъющими одну обшую точку, называется многогра 
нымг угломъ. Тажихъ многогранныхь угловъ въ разематриваемомъ чер 
теж (черт. 208) восемь. 

408. Въ предъидущемъ паратрафЪ мы видфли, что три непараллеь 
ныя илоскоети пересфкаютея въ трехъ прямыхъ, имфющихъ одну общ? 
точку; но и большее число непараллельныхь плоскостей можеть пере 
хаться въ одной точЕЪ, Н въ такомъ случаЪ неопредфленное проста! 
ство, заключающееся между плоскостями, называется многогранныу 
угломъ. СлЪц. многогранный уголь можеть быть составленъ произвол 
нымъ чисдомъ плоскостей, которыя называются его гранями, & Т0%% 
въ которой он соединяются — вершиною. Самые же углы получают» 
свои наименования отъ числа граней. Прямая, въ которой пересфкаюте 
двЪ смежныя грани, называется ребромз угла; а линейные углы, состаг 
ляемые ребрами, плоскими углами. 

409. Въ трегранномъ углЪ гранями еоставляются три плоскости 
угда, а ребрами три плоскихъ угла. Не трудно усмотръть, что плобзо” 
ные и илосме углы находятся во взаимной зависимости. 

410. Докажемъ сперва, что ‘80 всякомь трегранномь угль два я 
скихз угла болъе третьяго. 

Паосые углы могуть быть ве равны между собою; въ такомъ 17%} 
очевидно, что каждый изъ нихъ менфе суммы остальныхь двухъ. И 
5е они вс неравны межу собою, то одинъ изъ нихъ есть самый 02° 
ий, и предложене состоить въ томъ, чтобы доказать, что таковой 72? 
менфе суммы остальныхъ двухъ. И такъ пусть (черт. 209) въ реги 
номъ углБ ЕСАВ, плоемй углъ САВ бодфе заждаго изъ остальня” 
двуть САЕ и ЕАВ. Для доказательства, что онъ менфе суммы 06182 

^, проведемъ чрезъ точку В, произвольно взят7® 
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ребрв АВ, и чрезъ точки Е и П плоскость ВОЕ, иерес®кающую ребро 
АС въ точк® С. Треугольники ВАЕ и ВАО равны ($ 57), потому что 
АВ-—=АВ, /ВАЕ—ВАО, по отложеню, АР=АЕ, по той же причинЪ, 
изъ равенства же треугольниковъ слфдуетъ, что ВО-=ВЕ. Изъ треуг. ВСЕ 
выводится, что 


СЕ--ВЕ>>СВ ($ 52) 
ИЛИ СЕ--ВЕ>СО-+- ВО, 
откуда СЕ>0Ь; 


но если СЕ»СО, то по 5 66, /САЕ>> /САБ; елфд. прибавивъ Еъ 068- 
нмъ частямъ неравенства равныя величины, нолучимъ: 

и САЕ- /ЕАВ> /САО-- /БАВ, 
Или ИСАЕ- /ЕАВ>> /САВ, что и доказать требовалось. 

411. Основываясь на этомъ предложени, можно доказать. что в0 яся- 
иомв многогранномь углъ сумма плоскить угловз всегда менъе 4-тъ 
ярямыхе. 

Пусть (черт. 210) ЗАВСР данный многогранный уголъ, разсёченный 
произвольно проведенною плоскостью АВСО. Изъ предъидущаго предло- 
женя схфдуетъ, что 

Е ЗВС-- (ЗВА> ХАВС 

Х8ОВ- /8С0> /ВСО 

80С- /ЗВА> /СБА 

ХЗАО-. /БАВ> /БАВ. 
Н такъ сумма (означимъ ее чрезъ 5’) вефхъ угловъ, лежащихь ири оено- 
вашаяхъ треугольниковъ, имфющихь общую вершину въ точкВ $, болфе 
суммы внутреннихь угловъ многоугольника АВСР, рявняющейся (5 122) 
24п—44. Кели разность между этими величинами означимъ чрезъ 9, 
получимъ уравнен!е: 

$—2ап—аа-д (1) 

Но сумма утловъ, лежащихь при основавшяхъ всфхъ треугольниковъ, 
инфющихь общую вершину при $3 вмЪегф съ углами при $, то есть, 
сумма всфхъ внутреннихъ угловъ всфхъ треугольниковъ равна 24жп. 
Означивъ чрезф в сумму угловъ при 5 подучимъ уравнене: 

3—5==2 и. 
Вычтя изъ этого уравненя уранн. (1), получимъ 

$=-40—9, 
то есть сумма веёхъ нлоскихъ угловъ многограннаго угла мене четы- 
рехъ прумыхъ. 

412. Изь доказаннаго предложеня слфдуетъ, что миогогранвые утлы 
мотУтЪ быть составлены тремя, четырьмя, пятью равносторонниии тре- 
Угольнихами, потому что въ 1-мъ елучав сумма плоскихь УГловЪ равна 


2 2 2 
3 93—24; в 2 мъ равна, 474—293 Ч; въ З-мъ равна .- 
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ых 1 
$ 5—3 3 4. Но шестью равносторонними треугольниками многогран- 
наго угла составить нельзя, нотому что сумма плоскихъ угловъ была ба 
2 : 

з 46, или 44, что противорфчитъ доказанному предложению. 

413. Точно такимъ же образомъ можно вывести, что только тремя квад- 
ратными плоскостями, и только тремя правильными нятиугольникаии 
можно составить многогранные углы; потому что при большемъ чист 
таковыхъ граней сумма плоекихъ угдовъ многограннаго угла ‘была бы рав- 
на, или болфе чезырехъ прямыхъ. Пусть даны 4 квадрата для составе 
ня многограннаго угла. Каждый угодъ квадрата есть прямой; слфд. при 
соединеши 4 квадратовъ въ одной точеЪ, сумма плоскихъ угловъ равня- 
лась бы четырем прямымз—чего быть не можеть. Положимъ еще, чо 
даны 4 правильных пятиугольника для соетавлен1я многограннаго угла. 


равна 


т. в 
Каждый уголъ правильнаго пятиугольника— .-@ ($ 124); елЪд. при © 
э 
единен1и 4 таковыхь илоскостей сумма илоскихъ угловъ равнялась бы 
6 4 
5 аж4 или 4, 4— чего также быть не можеть. 


414. Также можно убфдиться, что многограниаго угла совсфыъ нель 
составить правильными шестиутольниками, семиугольниками, осьмиу гот 
никами и т. д., хотя бы ихъ было взато только по три. Въ первом 


случаВ сумма плоскихъ угловъ была бы ($ 124) равна з- ах3—44,ю 


10 . 2 : 
второмъ — т 3—4 а; ВЪ треть 2 4Х 3—4 4, ит. д. 


415. Если плосте углы одного треераннало угла равны порознь 
плоскимз угламз другазо, то грани, вз которыхз лежать равни 
Углы, одинакимзь образомъ наклонены одна из другой. 

Пусть (черт. 211) ДВА ВАТУ, ХВА-СВАС. ИАС ("Аб 
Изъ точки В, произвольно взятой на ребрь АЕ, онустимъ перпендик7 ЯР 
ВЕ на плоскость РАС; изь основаня перпендикуляра Е проведем? 
ребрамъ АР и АС перпендикулары ЕР и ЕС, и соединимъ точ В ® 
РиС прамыми ВЛ и ВС. Изъ $ 375 слёдуеть, что и ВР перпендия” 
лярна кь АГ; слБд. уголь ВОЕ, составленный прямыми В и ЕО, и” 
веденными перпендикулярно къ общему пересфченю, служить мфрой 
плоСКоСтНАто угла ВОАС. Отложивъ въ другомъ трегранномъ угл в 
ребрё А’Р’ часть А’В’ равную АВ, сдълаемъ точно такое же построеяй 
хакъ и въ первомъ. Здфсь подобнымъ же способомъ выводится, что 28 
уголь АТ’Е есть мфра плоскостн. угла В'’А’С’, а /ВСЕ есть № 
плоскостнаго угла В'С’АТ’. Изь всего же сказаннаго очевндно, 170 8 
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доказательства равенства илоскостныхь утгловъ, елфдуетъ сперва доказать 
равенство линейныхь угловъ. 

Треуг. ВОА и ВЪ’А’ равны ($ 70), потому что прямой уг. ВОА— 
прям. уг. ВГ’А’; ВА-=ВА’ и (ВАРВА, но убловю; изъ равен- 
етва ке этихъ треугольниковъ слёдуетъ, что АРА’ и ВОВ’. Тре- 
угольники ВСА и ВС’А’ также равны, потому что прамой уг. ВСА-== 
прям. уг. ВСА’, АВА’, и /ВАС= /В'А’С; изь ихъ равенства же 
сл6дуеть, что АС—А’С’, ВС-=В'С.. 

Теперь можно доказать, что четыреуг. АРЕС-—А’О’ЕС. Для сего на- 
ложимъ сторону АР на АТ’; но равенству онф совмфетятся; по причин 
равенства угловь ПАС и О’А’С сторона АС упадеть на А’С’, и съ нею 
совершенно вовиадетъ, потому что АС—А’С”. Такъ какъ СЕ иернендик. 
къ АС, а СЕ’ периендик. къ А’С’, то прямая СЕ упадетъ на С’Е’. Точно 
такимъ же способомъ можно убфдиться, что и ОЕ упадетъ на Г’Е’. И такъ 
точка Е, находяеь въ одно время на СЕ и на П’Е’, должна быть въ ихъ 
общемъ пересёчени Е’. А изъ сего слёдуетъ, что РЕ=О’Е’, а СЕ-СЕ.. 

Мы доказали, что ВО-—=В'О’, РЕ-=О'Е’; сверхъ сего прямой уголъ ВЕО— 
прям. уг. ВЕ’; сад. ($ 71) треуг. ВЕД=треуг. ВЕ’, а изъ этого ра- 
венства слёдуеть, что ХВОЕ=/В’О’Е.. Уголь же ВОЕ, какъ выше уже 
объяснено, служить мФрою плоскости. уг. ВРАС, а уголь ВО" изифряеть 
плоскости. уг. ВТУА’С’ слёд. по причинЪ равенства угловъ ВОЕ и ВЕ 
и плоскостн. углы ВОАС и ВЪ’А’С' равны. 

Такимъ же образомъ можно вывести равенство угловъ ВСЕ и ВСЕ, & 
посему и равенство илоскост, углогъ ВСАХ и ВС АТ’, которымъ они 
глужатъ мЪрою. 

416. Надобно однакожъ замфтить, что лин. уг. ВОЕ можеть быть при- 
нать за мбру плоскостн. угла только въ такомъ случаЪ, когда перпенди- 
куляръ ВЕ, надаеть между АО и АС; еели бы онъ упалъ въ другую сто- 
рону, то уголъ плоскостный былъ бы тупой, и составлялъ бы выфетв съ 
нлоекоетнымъ угломъ, который измфряется алинейнымъ Угломъ ВБЕ, 
два прямыхъ. Но въ такомъ случаЪ плоскостный уголь, составляемый 
плоскостями В’'А’О’. и Г’А’С’ быль бы также тупой; и составлять бы съ 
илоскостнымъ угломъ, измфряемымъ угломъ ВТ’ также два прямых. 
Углы же илоскостные, измЪряемые острыми углами ВОЕ и ВТ’Е били 
бы равны; а изъ сего слфдуетъ, что и тупые плоскостные углы были бы 
также равны. 

417. Такь какъ въ двухъ трегранныхь углахъ плоскостные углы равны, 
если плосше утлы равны, то изъ сего слфдуеть, что они совершен- 
но взаимно закроются, если только равные плосые углы одинакимЪ обра- 
зомъ расположены. Н въ самомъ дфлЪ пусть (черт. 211) ХВАР=ИВАЪ 
СВАСР’А’С, ХСАВИСА’В, и одинаквит образом располежены 
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Пусть трань ПАС нанесена на грань 0’А’С’; то по равенству плоекост- 
ныхъ угловъ ВОАС и ВТ’А’С', грань ВРА должна упасть на грань ВО’А', 
и ребро АВ должно также находиться на плоскости В’О’А. По причин 
равенетва плоскостн. угловъ ВСАР и В'СА’ грань ВСА должна упасть 
на грань В'С’А’, и ребро АВ должно также находиться на’ плоскоети 
В’С'’А’. И такъ ребро АВ, находясь въ одно время на двухъ плоскоетять 
ВГА и В’С’А”, должно непремфнно находиться въ ихъ общемъ перееь- 
чен1и, то ееть, на ребрь А’В’; слЪд. ве трани и ребра обоихъ трегран- 
ныхь угловъ совмфотятся, то есть, трегранные углы равны, 

418. Это совмъщен!е бываетъ вирочемъ только въ такомъ случаф, когда 
равные плоске углы одинакимъ образомъ расположены въ обоихъ третра- 
ныхЪ углахъ; потому что если илосые углы не одинакимъ образом рас- 
положены, или, что все равно, если перпендикуляры ВС, В’С’, имфють 
различныя подожешя въ отношени къ гранямъ РАС и П’А’С’, то совм. 
щене трегранныхъ угловъ была бы невозможно, хотя равенство плоскоет. 
ныхъ углювъ тёхъ граней, въ коихъ находятся равные плосые углы, имфеть 
мфсто. Таковые трехгранные Углы, въ коихь веф части, то есть, всё пк: 
костные и плоске углы равны, во не одинакиму образомъ расположены, 
и которые по этой причинЪ не совифшаются, называются симметрии 
пими. Это опредълен!е относится къ многотраннымь угламъ. 

419. Изъ равенства трегранныхъ Угловъ, въ коихъ плосще углы равив, 
и одинакимъ образомъ расположены, елфдуетъ, что трегранные угды (© 
вершенно опрехфляются своими плоскими углами. Для опредфленя четыре 
граннаго угла недостаточно четырехъ илоскихъ угловъ, его составляющих». 
Очевидно, что плоскостные его углы могутъ измфняться безъ всякаго изивне 
ня его плоскихъ угловъ. Еели же прибавимъь еще одинъ нлоскостной 
уголъ, то четырегранный уголъ совершенно будетъ опредфленъ. Въ том 
можно убфдитьея ТЪмъ, что два четырегранные угла равны, если плоеые 
углы одного равны илоскимьъ угламъ другаго и одинакимиъ образомъ ра 
положены, и сверхъ сего одинъ плоскоетный уголъ перваго, равенъ пл0г 
костному углу другаго, составленному транями, содержащими равные пл 
ве УТАЫ. Пусть (черт. 212) /ЕАВ— ХЕАЗВ, /ВАС — В'А’С’, (СА 
— (САГУ, ИРАЕ-= ДР’А’Е, и плоскост. уг. ЕАВС = Е/А’В’С. Щ* 
ведя плоскости АС, Е/А’С’, раздьлимъ каждый четырегранный уголъ на ДВ 
трегранныхъ. Докажемъ сперва, что трегран. уг. АЕВС равенъ треграй 
углу АВС. Для сего наложимъ грань КАВ на грань ЕА’В’; по разве! 
ству илоскостныхь угловъ грань ВАС ПА, 'А’С’ бр: 
ЕА и АС закроютъ ребра Е, и АО: а о о з ни 
ЕАС АС: ги о . 

утадаеть на грань ЕА’С’; елфд. трегранный уголь АЕВС-=трет- 
углу АЕВ'С”. Изъ равенства же ПЛОекихЪ уг 


`ва ловъ ЕАСи ЕА’С' и други» 
ы плоскихъ угловъ САП н САУ’, РАЕ н АЕ сльдуеть совмбшене тре 


— 137 — 


павныхь угловь АЕРСи А’ЕУС. Изъ равенства же трегранныхъ угловъ 
слёдуеть равенство данныхь четырегран. угловъ. 

Подобнымъ же образомъ можно доказать, что нятигранные углы опре- 
дфляются вефыи плоскими и двумя плоскостными углами. Или вообще, 
вся Й многоугольный уголъ опредфляется своими плоскими углами н 
плоскостн. углами, коихъ число тремя менфе числа илоскихъ. 


Глава м. 


0 МНОГОГРАННИКАХЪ. 


Г. О различныхь родахъ многогранниковъ и главныхъ 
ихъ свойствахъ. 


420. Если неопредфленное пространство, содержащееся между гранями 
многотраннаго угля, будеть пересфчено плоскоетью, то это пространетво 
будетъ ограничено со вефхъ сторонъ; и таковое пространство, со встьхь 
<торонз ограниченнае плоскостями, называются многоараиникама. 

421. Такъ какъ для составления мнотогран. угла нужно имфть по крайней 
мФрВ три плоскости, то изъ того слфдуетъ, что для ностроешя много- 
гранвика нужно имзть по крайней мЪрь четыре плоскости; и таковой 
многогранникъ. называется четырегранникомъ. Вообще многогранники полу- 
чаютъ свои нанменованя отъ числа илоскоетей или граней, ихъ состав- 
лающихъ. Прямыя, въ которыхъ пересъкаются грани также называются 
ребрами, какъ и въ многогранныхь углахъ. 

&) 0 НИРАМИДУТ. 

422. Веямй многогранникъ, въ которомь нЪсколько треугольныхъ граней 
<оединяютея въ одной точкЪ, называемой вершиною, & основашя тре- 
угольниковъ находатея на одной плоскости и образують прямолинейную 
фигуру, называется пирамидою. Весь многогранникъ какъ бы построен, 
на прямолинейной фигур, образуемой основамями треугольников. и 
посему эта прямолинейная фигура называется основанемз пирамиды. 
Перпендикуляръ, проведенный изъ вершины пирамиды въ нлоскости оспо- 
вандя, называется высотою. (ть формы основашя получають пирамиды 
<вои наименованя. И посему пирамиды бываютъ треугольныя, четыре- 
Угольныя, пятиугольныь и т. д. смотря потому, будеть ли основашемъ 
треугольникъ, четыреугольникъ, пятиугольникъ и т. д. 

425. ДВЪ ипрамиды, или вообще, два многогранвика равны, если всЪ 
грани и иногогранные углы одного равны транямъ и многограннымъ уг- 
ламЪ другаго, и одинакимъ образомъ расположены. ы 

424. Деъ треуюльныя пирамиды равны, 1. если три грани одной 
пирамиды равны порознь тремь зранямь другой, составляющимь 
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соотвътетвенный мнозогранный уголь, и одинакимь образом № 
положены. у 

„Пусть (черт. 213) ЛАВО--ЛАВТ, ЛАВС=ЛАВС, и ЛАП 

АТС, и одивакимъ образомъ расположены. Если треугольники, составаяющь 

многогран. углы А и А’ равны, то и плоске углы многогранныхь уе 
равны; в изъ равенства плоскихъ угловъ слфдуеть ($ 415) равенли 
плоскостныхь угловъ, составляемыхь треугольниками, въ коихъ равные ут. 
то есть, илоекоетный уголь ОВАС-=О'В'А’С', ВАСО-=В'А’СТ ит. д. 
ставимъ теперь, что пирамида АВСО положена на пирамиду АСТ 
такъ чтобы треугольникъ ВАС упалъ на треуг. В’АТ’, то по равенсти 
ПОСкОСТныхЪ ‚угловь ВАС и ’В’'А’С,, треугольпикъ АВГ долженъ упаст 
на треуг. АВЬ, и по причин равенстга, вовершенно его закрыть. 0% 
ВИДНО, что и треуг. ПАС совмфстится съ треуг. О’А’С’, а треуг. ВСР в 
треуг. В'СТУ, потому что вершины ихъ соотвфтевующихь угловь со 
даютъ. И такъ двЪ грани. основаня и вс многогранные углы 00 
инрамидь совершенно совпадаютъ, и посему пирамиды равны. 

425. Двь треуольныя пирамиды также равны, П. если въ Чи 
(черт. 213) ПАВ м САВ, м составленный ими плоскостный дулоле ВВ 
равны двумз зранямь Г’А’В’, С'’А’В' в плосхостному углу П’В’АС. 

Для доказательства нанеемъ нирамнлу АВС на пирамиду АВС! 
такъ, чтобы треуг. ВАС совмфетилея съ равнымъ ему треуг. ВАС," 
но равенству плоскоетн. угловъь ОВАС и треуг. О’В’А’С' и грань РВА уладе 
и ар. В а и по иричин$ равенства совершенно ве здкроетъ. Очеви! 

ЗДБсь, какъ въ предъидущемъ параграфь и остальныя грани совер! 
г и А изъ этого будетъ слФдовать, что и многогран. углы д0лёИ 
и ме то есть, 06$ пирамиды во вебхъ свойхъ частахъ рав 
основанае) И о г. ее ты 
з ранямз друой пирами 
# одиналимз образом расположены. 
н мы А — 4) каждую изъ двухъ данныхь нирамядъ АВСОР 
миды. Пирами а ть __ н АСЕ, АСЕ на три треуг. № 
о д у р о равны, потому что (5 424) ДАВС. 
потому что и Е, по условно предложения, а ЛВСЕЕЛЕО" 
м а Дфлятся на равные треугольнийй 1" 
а ми ИЗЪ вершинъ равныхъ угловъ (5 235’. ИзЪ р 
Еели о. — - к АВСЕ слёдуегь, что и ДАСЕЛАСЕ 
т пирата АО аа ЕЛА, АСРЕЕЛСТЕ 6 
а | —Иирам. АСЕЕ. Точно такимъ же образомъ 05°" 
равенство и остальныхь нирамидъ. Изъ равенства же треуг” 


нЫхЪ пирамидъ, распо: : 
‚ расположенныхь одинаки ст 

МЪ 0бразом" звеня 
МНогОУГОЛЬНыхЪ пирамидт. НУР 
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427. Если пакая нибудь пирамида (зерт. 215) ЗАВСЬЕ разсьчетс к 
плоскостью абе4е, параллельно основанзю, то во 1-73, ребра, во 2-х 
высота ЗО раздълятся на части пропорональныя; в» 3-5 #лос- 
хость съчензя абс@е будеть подобна основанаю. 

1. По причинЪ нараллельности плоскостей АВСОЕ и абс4е, лини ихъ 
еБченя АЕ и ае третью плоскостью ЗАЕ должны быть параллельны (& 
384); саЪд. треуг. ЗАЕ нодобенъ треуг че; изъ этого подобя сафдуетъ: 

ЗА : 54—АЕ : ае=3Е : 56. (1) 
Треугольники ЗЕО, 3е4 иодобны ино той же причин, и изъ ихь 
нодобла слфдуетъ: 





ЗЕ : 5е=Е) : е4-=50 :54 (2) 

Такъ какь цослфднее отношене въ ряду (1) торжественно ‹ъ первым. 
отношенемъ въ ряду (2); то изь тего выводится, что 

ЗА : 34==АЕ : 4е:-5Е : 5 -ЕШ : е#=80:54 (3) 

ИН такь ЗА: 54-=5Е : 5е=50 : Ва, ит. д: 
то есть ребра ЗА, 5Е, $0 и т. е. длятся въ точкахъ сфчешя а, е, 4 
на чаети пропорцюнальныя. Пропоршональноеть прочихъ реберъ выводится 
подобнымъ же образомт. 

И. Пуеть высота ЗО пересъкается илоскостью абс4е въ точк о. Проведа 
плоскоеть ЗАО чрезь ребро ЗА и высоту $30, воставимъ подобные треуг. 
ЗАО, 340, потому что лини сЪчевя АО, ао параллельных плоскостей 
съ плоскостью ЗАО параллельны ($ 3%4). Изъ нодоМя же треугольниковт 
КАО, Бао выводится, что 

$0 : 50-=ЪА : 84, 
то есть, высота раздфлена н& части пропорщюнальныя съ ребромъ ЗА, а 
елфд. и съ прочими ребрами. 

Ш. Изъ ряда (3) равныхъ отношений слфдуетъ, что 

АЕ : ае-=ЕЛ : е4. 
Нодобнымь образомъ можно вывести, что и проч1я стороны основан 
АВСРЕ и идоскоети съчения абее пропорщональны. Сверхъ сего ХА 
—аей, /ЕПС-— /е4с и т. д. потому что стороны ихъ параллельны. 
Если же стороны многоугольниковъ АВСОЕ и абсае иропоршональны и угла 
равны, то многоугольники подобны. 

428. Сльдетве. Пусть (черт. 215) пирамиды ЗАВСЬЕ и СНОЕ ватодатся 
въ одной илоскоети, или, что все равно, 00$ пирамиды имфютъ одну вы- 
соту. Если 00$ пирамиды разебчемъ плоскостью, иараллельною основа- 
ыамъ, то съченя другихъ инрамидъ съ илоскостью, абс4е и ЛОР, отно- 
‹атся между собою такъ какъ ихъ основания. 

Въ $ 477 доказано, что трап. АВСЛЕ со тран. абсйе, а /.НО 
сад. ($ 286): Я а 

тран. АВСПЕ : тран. 16 4е=АЕ? : а° ЗА? : 54" 
а 2 НОЕ: АЛЙ-ЕЕС" : ЗЕ; м 


‘ 


со Лт, 
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НО БА : 54=5Е : 5$} ($ 390), потому что ефченйя абсае и Л9} находатея 
на одной илоскоети, параллельной основан!ю; слфд. 
. ЗА? : 54922 * 5. 
Изъ равенства ке этихъ отношенй елфдуетъ, что и . 
трап. АВСОЕ : трап. абсае—= НОЕ : ЛЛ9}. 

429. Изъ нослфдней пропорщи слфдуетъ, что если основаня обфихь 
нирамидь АВСОЕ и НСЕ равномфрны, то и сБченя, параллельныя ос- 
новантю абс@е и йор, сдЪланныя на равныхъ разстоящяхь оть вершииъ, 
также равномЪрин. 

430. Часть пирамиды, заключающаяся между основаемъ АВСОЕ и 
илоскостю сЪченшя абс@е, называется усъченною пирамидою. 

` 431. Пирамида ЗАВСРЕ (черт. 216) называется иравильною, когда 
основае АВСРЕ есть правильный многоугольникъ и периендикуляр, 
онущенный изъ вершины $, падаеть въ центръ основаня О. Изъ самаго 
оиредфлешя правильной пйрамиды слфдуетъ, что основания АВ, ВС, С1.. 
треугольныхъ граней равны, какъ стороны правильнаго многоугольника, 
и проя стороны треугольныхь граней ЗА, ЗВ, 50... какъ наклонный 
прамыя равноудаленныя отъ основан1я перпендикуляра $0, также равны: 
слЬд. ве грани ЗАВ, ЗВС, $СГ... (по $ 54) правильной пирамиды равне. 


6) о пРИзмт. 


43?. Разсмотримъ теперь другаго рода многогранники, коихъ грани 
<уть параллелограмы, содержанцеся между равными и параллельными мно- 
гоугольниками. Эти многоугольники называются основанзями, & сами 
многоугольники яризмами. Перпенднкуларная лин1я, проведенная отъ 04 
ного основаня къ другому, и опредфляющая ихъ разстояне, называете 
высотою (черт. 217). 

433. Если ребра призмы перпендикулярны къ основанямъ, то и трави, 
чрезъ нихъ проходящя ($ 401) также перпендикулярны къ основан ям?, 
Н ВЪ такомъ случаф призма получать назваше прямой. Въ противном 
случаЪ она называется наклонною. 

434. Такъ какъ основашями призмы могутъ быть различные многоуголЬ" 
ники, то и призмы бывають различными въ этомъ отношени: 0н% могут 
быть треугольныя, четыреугольныя, пятиугольныя и т. д., смотря по 1 
му, будуть ли ихъ основашями треугольники, четыреутольники, пяти” 
УГОЛЬНИКИ И Т. Д. 

435. Призма, въ которой основане есть иараллелограмъ, называется 
параллелепитедоме. Еели грани его периендикулярны къ основанияи?, 
то онъ называется прямым и очевидно, что въ прамомъ параллелей" 
педЪ грани суть прямоугольники, иотому что ребра ($ 405) перпенди“ 
кулярны къ основанямъ граней. Еели же сверхъ Тото, и оенованя 
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михь параллелепинедовъ суть прямоугольняки, то въ такомъ случаЪ бу- 
демъ ихъ называть ярлмоугольными. 

Прямоугольные параллелепипеды, имфюпе основанями квадраты, н 
грани равныя основан!ямъ, называются хубами. 

436. Двъ призмы равны, если три плоскости, составляюиия тре- 
гранный уголь одной призмы, равны порознь тремз плоскост ямь дру- 
г0й и одинакимь образомз расположены. 

Пуеть (черт, 217) плоскости АВСРЕ, ЕАВ@. КАЕК, собтавляюния тре- 
гранный уголъ А, равны илоскостямъ абсае, /абд, гаек, составляющимъ 
трегранный уголь а, и одинакимъ образомъ раеположены. Если основане 
первой призмы АВСПЕ будетъ нанесено на основане второй абс@е, то 
по равенству они совпадаютъ. Изъ предиоложеннаго равенства очевидно, 
чт0 ДВАЕ= /6аГ, /ЕАЕ— /{ае. /КАВ=/1АФ, то есть плоекю углы 
трегранныхь угдовь А и а равны н одинакимъ образомъ расположены, 
слдзд. и трегранные углы совмфетятся, посему и грани КАВС, ГАЕК 
упалутъ на грани }абд, }аей. По взаимному же равенству, онф совм$- 
стятея, и прямая ЕК упадетъ на 7, КС на Гу. Но какъ ноложен!е плос- 
костей севвршенно опредфляется двумя нересфкающимися прямыми ($ 364): 
то изъ того слфдуетъ, что плошадь ЕСНИК совпадаетъ съ площадью /9й1%. 
и по равенетву ($ 342) совершенно ее закроеть во вефхъ частяхъ. Не 
трудно увфриться, что веф остальныя трани совпадутъ, потому что изь 
совмфщенйя верхнихъ и нижнихъ основан]й слфдуетъ, что всё вершины 
одной призмы находятся въ вершинахъ другой. 


437. Слфдетие. Если данныя призмы прямыя, то онъ равны и в» 
тахомз случат, когда имъютьъ равныя основаная и равныя высоты. 
Въ прямыхъ призмахъ ребра, какт. сфченя двухъ плоскостей, периенди- 
кулярныхъ къ основанямъ, также перпендикулярны къ основан ямъ; слфд. 
представляютъ высоты призмъ, и посему, по условю, равны. Теперь не 
трудно вывесть, что плоскости первой призмы, соетавляющя треграннюй 
уголъ А, равны илоскостямъ второй призмы, составляющей соотвфтетвен- 
ный уголъ а. Иногоуг. АВСРЕ—иногоуг. абеае, по условю, АВС Гай, 
потому что АВ-аф, какъ стороны равныхъ многоугольниковъ и А(;==7/. какЪ 
высоты ($ 257); подобнымъ же образомъ докажемъ. что грани КАЕК, ГаеА 
равны; если же эти нлоскости равны, то ($ 436) и призмы равны. 

438. Вз всяхомз параллелепииедь противолежашия грани парал- 
делзны и равны. 

Но онредфлению, во всякомъ параллеленипелв (черт. 218) ЕНСР. АСВ 
основаня АВСО и ЕЕСН равны и параллельны, и стороны этихъ оено- 
вай также должны быть параллельны, нотому что грани суть иаралле- 
лограмы. Докажемъ, что грань АВКЕ параллельна и равна грани оСОаН. 
Прамая АЕ || Н0 и АВ |] ОС какь противолежашия стороны параллело- 
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чграмовъ; слфд. и углы ЕАВ и НОС ($ 388) равны и плоскости ихъ иа- 
раллельны, то есть, грань РС@Н параллельна грани АВЕЕ; а равенство 
ихъ слфдуетъ изъ равенства угловъ и еторонъ. Углы равны, потому что 
оставлены параллельными прямыми; & стороны, потому что еуть проти- 
золежапия стороны параллелограмовъ. 

439. Всякая прямая НВ (черт. 218), еоединяющая вершины двухъ 
трегранныхъ, не прилежалщихъь угловъ Ни В, называется дзагональю 
многограннииа. 

Во всяхомз параллелепипедт, если будуть проведены двтъь дзагона- 
яиц, то онъ непремтънно взаимно пересъкаются и дьлять одна дру. 
зую пополамз. 

Пусть даны дз датонали НВ и ЕС. 06% прямыя должны находитья 
на плоскости НЕВС, проходящей чрезъ параллельныя прямыя ЕН и ВС, 
мотому что каждая изъ нихъ имфетъ съ плоскостью двЪф общуя тои 
8 367). Плоскоеть ЕНВС должна быть параллелограммомъ, по причин» 
равенства и параллельности сторонъ ЕН и ВС, потому что каждая изъ 
‘нихъ равна и параллельна ЕС. Ели же НЕВС параллелограммъ, т 
трамыя НВ и ВС, представляющия его длагонали, должны пересъкатья 
и двлиться пополамъ. 

440. Во всяком прямомз параллелепитедъ (черт. 218) плоскость 
ЕНВС, ироведенная чрезь два противуположныя ребра ЕН я ВС. 
дълить параллелепимедь на двъ равныя треугольныя призмы. 

Во первыхь докажемъ, что датональная плоскость ЕНВС дфлитъ да 
ный параллелепипедь на дв треугольныя призмы. Дзагональная 1лое 
кость пересфкаетъ параллельныя грани АВЕЕ, ООСН въ прямыхь ЕВ! 
НС, которыя посему также должны быть параллельны ($ 384), и к 
он находятся между параллельными прямыми ЕН и ВС, то онЪ долж 
"быть и равны. Теперь очевидно, что треуг. АЕВ-=треуг. ПНС и четырех". 
ЕНВС ееть параллелограмиъ; а йзъ сего слфдуетъ, что многогрании? 
АВЕШСН есть треугольная призма, потому что треуг. АЕВ и РНС равия 
и параллельны, а прочя плоскости АВСО, АРНЕ, ВСНЕ суть паралле 
лограмиы. Точно такимъ же образомъ доказываетея. что другая част 
‘параллелепипеда ЕВЕНСС есть также треугольная призма. 


Во вторыхъ, слёдуеть вывести, что треугольныя призмы равны. Док" 
`жемъ, что онЪ прамыя иризмы и имЪютъ равныя основашя и высотв. 
Въ треугольн. призм$ ОНСАВЕ грани АОНЕ и АВС пернендикулярня 
УЪ основаню АВЕ по положению; а грань ЕВСН церпендикуляриз 5? 
чему, потому что проходить чрезъ ВС и ЕН, перпендикулярныя къ 0610" 
Заню АВЕ ($ 401). И такъ всЪ три грани треуг. призмы ОНСАВЕ ие? 
нендикулярны къ эснованю АВЕ, слфд. призма прямзя. Нодобнымъ обра" 
Зомъ можно вывести. что и треуг. призма НССЕЕВ есть также прям”. 


== 


бенован1я треуг. призмъ равны, иотому что матональ ЕВ дфлитъЪ паралле- 
лограмъ АВЕЕ на два равныхъ треугольника АВЕи ЕВЕ; высот же у нихъ 
общая. А изъ сего слфдуетъ, что 065 ирямыя треуг. призмы равны ($ 437. 

Оеновываясь на этомъ предложени можно доказать, что и 

441. На’лонный параллелепияедь Олагональною плоскостью дт- 
лится на двъ равномпърныя треугольныя призмы. 

Пусть (черт. 219) НЕЕСОАВС данвый наклонный параллелепипелъ. 
Чрезъ точки Е и В проведемъ плоскости КеЙх й Ва@с, перпендикуляр- 
ныя къ робру РВ; онф пересфкуть грани параллелепипеда въ прямыхъ 
ке, ей, #0, сК, и ихъ продолжешя въ прямыхъ Ва, а4, 4с, ‘В. Съчешя 
Кейе и Вае, какъ пернендикулярныя плоскоети къ одной я той же 
прямой, должны быть паралдельны, и посему Ее || Ва, ей || а4, #х [| 4... 
И какь эти ирямыя лежать между параллельными линмми РВ, КА, И), 
{1С, то онф равны. А изъ ихъ равенства и равенства угловъ, имн составляе- 
мыхъ, выводител, что счене Кейс равно сЪченю Вас. Сверхъ сего легко 
увфриться, что Еейх и Вайс суть параллелограммы, потому что проти- 
волежания сторони параллельны. какъ лиши сфченыя нараллельныхь 
плоскостей еъ третьею. Подобным образомъ можно доказать, что грани 
КеаВ. ейаа, йчс@, и т. д. суть иараллелограмы и призомъ пернендику. 
лярны къ плоскости аВс@, потому что проходятъ чрезъ прямыя, перпек- 
дикулярныя къ плоскости аБс@. НИзъ всего же сказаннаго выводится, что 
многогранникь КейсВайс есть прямой наралаелепииедъ. 


Проведемъ д1атональную плоскость чрезъ ребра прямаго параллелепинеля 
ЕВ и 14, и мы получимъ двф равныя треугольн. призмы ($ 440). Та 
же самая 

еЕрава-- КйаВас (1) 
матональная плоскость раздфлитъ и наклонный паралделепииедь на два 
многогранника РЕНВАО, ЕНСВОС. Легко усмотрёть изъ самаго построе- 
ная, что эти многогранники суть наклонныя треугольныя призмы. Илъ 
параллелограмовъ АВЕЕ и аВЁКе очевидно, что АЕ-ЫЕВ и ае—ЕВ, а 
изъ двухъ этихъ равенетвъ елблуетъ, что АЕ = ае. Отнявъ отъ объихъ 
прямыхъ общую ихъ часть Ае, получимъ, что Ее = Аа. Подобнымъ же 
образомъ можно вывесть Нл — 14. Зная это, не трудно доказать, что 
многогран. НЕеЁА — многогран. ПАаВа. Для сего, нанесемъ основане 
перваго ейЁ на основаше втораго а4В; по равенству они совметятся я 
точка е упалеть въ а, й въ 4 и Е въ В. Ребра Ее и Аа, будучи пер- 
пендикулярны къ одной и той же плоскости, совпадуть. и точка Е упа- 
деть въ А, по причин равенства прямыхь Ее и Ап; такимъ же обра- 
зомъ выводемъ, что по причин равенства прямыхь НД и Ра, точка Н 
упадетъ въ О. И такъ, вершины всфхъ многограя. угловь одного много- 
транника созпадаютъ еъ вершинами другаго; слёд. и граня сови%стятея, 
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и посему и самые многогранники НЕеЁРр и ПАава равны во въ 


своихъ частяхъ. Прибавимь къ каждому изъ нихъ многогранникъ еЕЛАВО, 
получимъ: 


НЕеРй --еРЛАВО—ОАавВа- еЕЛАВО 
иди накл. призм. НЕЕОАР--прам. сЕЛаВа. 
Нодобнымъ образомъ можно доказать, что и 
накл. пр. НЕЗВОС—прям: призм. КЛоВас; 

но (1) прям. пр. еРРаВа=ирям. призм. ЕлЛеВас, 

ел54. и накл. пр. НЕЕРАВ—накл. призм. НКОВОС. 
ЗДЪсь однакожъ надобно замфтить, что объемы наклонныхъ призмъ равны. 
и измфряются одинаковою величиною; но онф не совмфщаются, и посему 
называются равпомьрными, и ие равными. 

442. По всякой призмъ ‘черт. 220) ялощадв съчентя абсае сдълан- 
наго параллельно основашю АВСПЕ, равна плошади основанля. 

Такъ вакъ илоскоеть еъченя абс@е параллельна основан1ю, то изъ того 
слФдуеть ($ 384), что лини сфчения аб, 6, с4..... въ гранями призмы 
должны быть параллельны сторонамъ основашя АЕ, ВС, СГ...., и къ 
он лежатъ между параллельными ребрами, то онЪ должны быть равны. 
Сверхъ того и углы абс, са, с4е.... равны угламъ АВС, ВСП, СПЕ... 
потому что составлены параллельными линями. А изъ равенства сторонъ 
и угловъ многоугольниковь абс4е и АВСОЕ сл$дуеть и ихъ равенство. 


п. 0 многогранникахь вообще и правильныхъ многограя- 
никахъ. 


443. Многогранники вообще раздфляютея на правильные и неправиль- 
ные. Г/равильнымь мнотогранникомъ называется такой, въ которомъ вв 
грани и всф многогранные углы равны: вс же друме, не имфюще эгою 
«войства, называются неправильными. НЪкоторые изъ нихъ имбюше 
извЪстные отличительные признаки, какъ то пирамиду и призму мБ 
уже разематривади. 

444. Два многогранника называются симметрическими, если построе- 
ны на одномъ общемъ основани подобнымъ образомъ, да надЪ пл0с- 
костью основаня, а другой подъ нею, притомъ съ тьмъ услощемъ, чтобь 


КЪ ТОЙ же илоекости. 
445. Доважемь теперь, что всяжой мноютранникь Мозена би 
раздъленз на треугольныя пирамиды или четыреранники 
Пусть (черт. 243) будетъ данный неправильный мНогогранникъ ЕС АВСОЕ, 
коего грани суть: РССВ, (СП, ЕСОЕ, ЕЕА, РАВ и АВСОЕ, нь дир 
посдфдняя пусть служить основанемъ. Изъ вершины тора нибудь 
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изъ мыогогранныхь угдовь С проведемь прямых СЕ, (1А, СВ во ве 
вершины другихъ многогранныхь угловъ, еъ которыми онз не соединеня 
носредетвомъ ребръ. Кели проведетея плоекость чрезь (:Е и ребро АЕ, 
прямая (тА будеть находиться въ этой илоскоети, нотому что дв ея 
точки (ги А лежать на ней; такке на налюскоеги, проведенной чрезь 
прамую СВ и ребро АВ, нрямая А(: будеть находитьея на ней по той 
же причинЪ; слёд. «А должна быть общимъ сбчешемь нлоскостей АЕ 
и САБ, разефкающихь мнотогранникъ, нотому что онф пересекаются 
внутри его. Проведя еще плоскость САЁ чрезъ прямую СА и ребро АГ. 
раздфлииъ данный многогранникь на три пирамиды: 1} нятиутольн. ни- 
ам. САВСОЕ, коей грани суть ЧАВ, ЧВС, (Ср, ЧЕ, СКА, а оенова- 
н1е грань АВСОЕ; 2) треуг. нирам. (ЕКА, которой основаше есть тре- 
утольникъ ЕКА, а грани СЕЕ, СКА, (КА; 3) треуг. нирам. СРАВ, въ 
которой основашемь можеть быть принять треугольникь ГАВ, а грани 
будуть треугольники СКА, СРВ, ЧАВ. А какь нятиугольная пирамида 
САВОРЕ можеть быть раздълена ($ 426) нз троугольныя пирамиды 
наоскоетями, проведенными чрезь вершину нирамиды и Дагонали оено- 
вая, то изъ того и слфдуеть, что веяый многогранникъ можеть быть 
Заздфленъ на треугольныя иирамиды. 

+40, Вь $ 412 было доказано, что многогранные углы могутъ быть ‹о- 
‘тавлены тремя, четырьмя и иятью равностодонними треугольниками, 
Тремя квадратами и тремя правильными нятиугольниками; и что боль- 
шее число равностороннихь треугольникоРъ, квадратовь и правильныхт, 
патиугольниковъ не можеть быть взято для составленмя многограннаго 
УГла, потому что сумма илоскихь угловъ въ такомъ случа была бы или 
равна илн болфе чегырехъ прямыхъ угловъ, что противно нрежде докл- 
знному. Также было упомянуто, что по той же причин нельзя составить 
иногограпнаго угла иравильными нести угольняками емиутгольнякамии т. 1 

447. Изъ сего же слфдуеть, что какъ въ правильиыхъ многогранникахь 
Ъ грани должны быть правильчыми фигураии, то число иравильныхъ 
многогранниковъ должно быть ограниченное, и именно 5: 

Г. Правильный четыреграннике (черт. 231) инди тетраедръ, огранн- 
ченный четырьмя равностороннимя 'греугольниками. Каждый у :огогран- 
НЫЙ угодъ составленъ Тремя равносторонними треугольниками. и Посгуу 

24. 
"}мма его илоскихъ углов» $24. 

Ц. Правильный осьмиграннихь (черт. 222! или окгаедръ, огранячен- 
ный 3-ю равносторонними ‘треугольниками. Каждый многогранный уголь 


‘оставленъ четырьмя равносторонними треугольннками. и посему сумма 
) ` 

“10 ПДОСЕНУЪ УГЛОВ, 4=-2-- 0. 

2 . 


, 


Геи. Писсе. 
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Ш. Правильный двадцатиераннииз (черт 223) или икосаедурь, и 
тавленный 20-ю равносторонними треугольнигами. Каждый многограе 
ный уголь составленъ 5-ю равносторонними треугольниками, и поем! 
сумма его плоскихь утв хх 5—3 4. 

ГУ. Правильный шестиграннииг (черт. 224) али кубе, или эмсаедре 
ограниченный 6-ю кзадратами. Каждый многогранный уголъ составлен 
тремя квадратами, и посему сумма его илоекихъ угловъ равна 9 3=4 

У. Правильный двънадцатиеранниюе (черт. 225), или додехаей 
отраниченъ 12-ю правильными пятиугодьниками: въ немъ каждый и 
гогранный уголъ составленъ тремя правильными пятиугольникамя, 1 

биг. $ 
посему сумма его плоекихъ угловъ — 5 = 5 4. 

448. Примьчане. Въ 5$ 169 было изложено, что изъ правильных 
иногогранниковъ образуются таковые же многоугольникя высшихъ пор! 
ковЪ, называемые также звЪздообразными, если будуть продолжены 
стороны, имфющ!я одинаковое взаимное наклонеще одна къ другой. № 
кимЪ же способомъ можно етроить правильные многогранники высш» 
порядковъ изъ правильныхь многогранниковъ, о которыхъ было говори 
въ предъидущемъ паратрафЪ, продолжая ихъ грани до взаимнаго пере? 
чен1я или до встрфчи еъ франью, ЕЪ которой имфютъ одинаковое наклонен!: 

Очевидно, что метраедровз и эпсаедровз высаго порядка быть 
можетъ, потому что грани, составляющя трегранные углы. сколь б 
ни были иродолжены, взаимно не переефкаются, и не ветрычають д" 
тихъ граней, исключая тЪхъЪ, съ которыми онЪ и безь того смежиы. 

Если грани октаедра будутъ продолжены, то построится многотр! 
НикЪ, составленный изъ двухъ взаимно иересфкающихся тетраедров?. 

Продолженемъ граней додекаедра мотутъ быть построены додекаедр 
втераго. третьято см четвертаго порядков: & изъ зхосаедра такияъ 8 
сповсбомъ образуется только одииъ икоезедръ высшаго порядка. 

0бъ этомъ предметЬ можно читать въ сочинеши Г. Поэнсо: Мало” 
зит 1е5 р9усопез её 1ез роуб@гев, и въ журналЪ политехнической пики 
томф 1Х, тетради 16, 1313 года, статью Г. Коши: Веслегопез зи! № 
раусагез. 


Ш. 0 изиврени поверхностей многогранниковь. 


449. Поль новерхностю многогранниковъ должно разумЪть Суми! 
всъхъ граней, считая и основане. Въ нЪкоторыхъ случаать нужно 0 
ваетъ опредфлить только сумму граней, и Тогда поверхность называете 
боковою. Такъ, наприм., поль боковою поверхностью призмы разум" 
сумму веЪхь ея грамей, не считая обонхъ оснований. 


} 
а: ь 


АА 


450. Очевидно, что опредфлен!е поверхностей мнотогранняковъ не ‹со- 
пряжено ни съ какими затрудненями; стоить только изйти отдфльно 
плошадь каждой грани, по правияамъ извфетнымь изъ Планиметр!и, и 
потомъ, для получешя цфлой поверхности, ихъ сложить. Такъ, ваприм. 
вели будетъ дана неправильная пирамида, то слфдуетъ только найтя 
площадь всвхъ граней отдфльно, сложить ихъ, и получимъ боковую по- 
зерхность пирамиды. ели же прибавимъ еще плошадь основаня, то 
найдемъ всю поверхность пирамиды. 

451. Если же въ данномъ многогранникЪ есть равныя грани, то боко- 
зая поверхность легче опредфляется. Мы раземотрииъ здЪсь, какъ опре- 
дДФляются поверхности пирамидъ и призмъ. 

452. Найти поверхность правильной пирамиды (черт. 216) ЗАВСОЕ. 

Уже выше было доказано ($ 431), что въ правильной пирамидЪ веЪ 
грани равны, и что ихъ должно быть столько. сколько сторонъ въ оспо- 
вани. Лусть число сторонъ-=и. Н такъ, слфдуеть только найти площадь 
одной грани и умножить на 7. Чтобъ найти площадь, наприм., треугольн. 
ЗАК, нужно основане АЕ умножить на половину гысоты ЭН. которая 
называется аловемою правильной пирамилн: 

треуг, ЗАЕАЕХ "И, 


и посему бок. пов, пар. ЗАВСОЕ =и ух. в 
° 2 
но сторона АЕ, взятая #2 разъ, состав ляетъ периметръ оеновашя АВСРЕ: сл®д. 
бок, пов. пир. ЗАВСОЕ=перим. АВСОЕ —. 
то есть, боковая поверхиость правильной пирамиды равна перимет- 
фу оспованл, умножениому па половину аповемы. 

453. Раземотримъ теперь. чему равняется поверхность усфченной, иа- 
раллельно основано, правильной пирамиды. Пусть (черт. 226) а6^@ АВС 
правильная многосторонняя нирамида, усфченная плоскостью 64 нарал- 
лельно основанию. Боковая иоверхность иирамиды. усфчениой нараллель- 
но основанию, состоять изх равныхъ трапещй; слЪл. для опредфлени 6о- 
ковой нозерхности должно найти илощадь одной транеши. нар. а РА, 
и умножить ее на число сторовъ я. Илощадь тран. айПААР--а4 
РИ те) 

. Ан: 


«лЪ1. бок пов. уефч. пир. аж4е АВСРЕ=-2. (АБ--а@).—- 


РН. 


—(п. АР-+-я 94). 


но я.АГ есть перчметрь осногашя, п.а пер метръ (ф1ешя ай, а 
РН зибеема усфченной иирамиды: е16д. бокозая зоверз ность правил- 
11* 
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хо4 пирамиды, усъченной параллельно основамю, равии сулмь м- 
риметровз основаня в параллельнаю спчемя, умможенной на т 
ловику апоьемы. 

454. Пусть требуетея найти боковую поверхность прямом призмы 
КОШКАВСПЕ (черт. 220). Во веякой призм всЪ грани суть парыле 
зограммы и посему ребра КЕ, Ш, НС, Ве, АЁ равны, а въ прамой приз- 
м5 они сверхъ того пернендикуаярны къ основаню, сд. ихъ мода, 
принять за высоты граней самой призмы. П такъ 

КШЕ=ЕЬ Ш 
НСЬ=ЬС ДЮ 
Невс=св р 
СКАВ ВА 





И такъ 5х. пов. призм—ЕВ-+ 2+ СВ--ВА....); Ш, то есть, боновая 
поверхность прямоч призмы равка периметру оскованзя, умкожен- 
ному ка ребро нли высоту. 

455. Пусть данная призма АВСРаж4 (черт. 227) будегь наклонная. и 
требуется найти ея поверхность. 

Боковая поверхность ея состоитъ также изъ суммы нлощадей веть 
граней, но ребра въ ней не могутъ быть приняты за высоты граней. 
Чтобы построить высоты граней, пропедемъ плоскость 1НСК пермендих!- 
аярно КЪ одному ребру призмы, наприм. къ 1). Такъ какь вс ребра 
параллельны. то плоскость СГ будетъ периендикуларна н къ другим 
ребрамъ; а изъ сего слфдуетъ, что и вс ребра периендикуларня ® 
плоскости ШГ, а поеему и къ ляшямъ сБченя 1Н, НС, СЕ и РЕ Ир 
веденнымъ чрезъ точки пересфченя 1, И, Си Е. И так 

ОСед== 1Н‹ ра 
СВ =Но.- 04 
ВАаё—( г. ра 
АБЧа— ГГХОЧ 


слфд. бок. пов. накл. ир.-=ПН + ИС + Е + в м ра 

—перим. 1НСЕх Ва, ее 

то ееть, боковая поверхность наклонной призмы равияете 
ру съченя, проведеннаго перпендикулярно одному 
умноженному на ребро. й 


я перимет- 
38 ребе, 


ГУ. Изм рен!е объемовъ многогранниковъ: 


456. Мроетранство, заключающееся между плоскостями, ограничиваю- 
щими многогранникъ, называется его объемомъ (Уотите), иди высти мое - 
тю, когда говорится о какомъ нибудь сосудЪ. Очевидно, что Два сосуда, 
различнаго вида, мотуть нмФть одянакую вмЪфетимость; точно такъ и 5% 
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многограннякя могутъ ныфть одинаюй объемъ, хотя они различной фор- 
мн. Такимъ сбрезомь мы видёли. что (черт. 228) прямой параллелен. 
ЕКОНАВСЬ являтея дгатональною плоскостью ЕНСВ на двЪ равныя 
треуголья. призмы. ели мы себ предетавимъ, что треугольн. прямая 
призма ЕЕВНСС приложена къ треуг. призм$ ЕАВНОС такъ, чтобы 
трань ЕССВ совпадала съ равною ей гранью ЕНОА, т0 00$ прямыя 
треуг. призмы составятъ одну треугольн. призму ЕГВНКС, которой 
объемъ равняется объему прямаго иараллелепииеда, потому что оба мно- 
гогранника составлены изъ дзухъ равныхъ прямыхъ треуг. призмъ; но 
<амля призма не совпадаеть съ параллелепинедомъ. Таковые многогран- 
Ники называются равномвриыми. 

457. Чтобы измфрить объемъ многогранника, надобно сравнить его СЪ 
эбъемомт такого многогранника, который принимается за единицу тфлес- 
ной мзрм. и для сего нужно сперва узнать, въ какомъ отношени нахо- 
дятея прямоугольные параллелепинеды; и увидимъ, что и вЪ этихъ пред 
ложеняхъ много апаломи съ соотвфтетвующими предложенями въ Ила 
ниметруи. 

453. Дьа параллелепипеда, имъюцие одинантя основан я в одинатая 
зысоть. равиомърны. 

Тели ссбЪ представить, что основан одного параллелепипеда положе- 
цо на основане другаго, то они. по равенству, совпадаютъ, а верх 
ленованя должны быть на одной илоскости, потому что въ противномъ 
случаЪ ихь высоты не были бы равны. Однакожъ и туть могутъ быть 
два случая: Г. Верхвя основалйя могуть имфть двВ параллельныя иря- 
мыя общими. нли П. лежать между равными параллельными линями. 

Г. Пусть будуть данные нараллелелипеды (черт. 229) АВСРЕЕСН я 
КЕМХЕЕСИ, имфюще общее оеноване ЕКСН: верувя же основан!Я 
АВСП и КЕМ» лежать между одпфии и тфии же прямыми ВСКГ и 
АПХМ. Изъ самаго построеня очевидно, что треугольныя призмы АУХНВКЕ 
и ПСМСЕТ, равны, потому что ихъ многогранные углы Ни (; составде- 
ны равными и одинакимт, образомт расположенными гралями (именно: 
АВЕН- ПСЕС, АМН, МС. КУХНЕ: -ГМСЕ). Еели оть цфлаго много- 
гранника АМСНВЕЕЕ отнимемъ равныя треуг. призмы, получимъ рав- 
ные остатки, т.е. мн. АМС 1НВЕЕК—АХНВКЕАМСНВИТЕ-ОСМСЕЕ. 
или параллелении. МКЫМЕЕСН--АВСБЕЕСН. 

459. Н. Положимъ теперь, что данные параллеленииеды (черт. 230) 
ЕРСНИАМ и РОВУЩЕМ, имфютъ общее основане ПКЬМ, а верхния нхъ 
основашя находятся на одной плоскоети, но не между однфыи и тёми 
же параллельными прямыми. Продолкимь НЕ и СГ до пересфчен1я съ 
продолженными ГОи ПУ, и такамъ образомъ построимъ нараллелограмит 
АРОР равный и параллельный основание ПОМ: въ чемъ легко УбЪдить- 
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са, по причин® параллельности и равенства ихъ сторонъ, Теперь вообра- 
зимъ (60 параллелениледь АВСЫКЕМ между идоскостами АВСР и Ш 
10 этотъ будетз, 10 $ 458, равнономфренъ съ двумя парвллежешиподамя 
ЕЕСШКГМ в РОВЗГКИМ; сдЪд. данные паралледепииеды также равно- 
мфрны между собою, , | пе 

460. Изз предвидушаго слъдуетз, что ввякй параллелепипевь 20- 
жетз быть превращенз вз ирямоугольный. 

Пусть будетъ данный наклонный нараллелепинедь (черт. 231) РОВЫЩИМ. 
Изъ точекъ М, Г, К, Г проведем прямыя МН, 1%, КЕ, 1Е, нерненди- 
куларно къ основан!ю до переефчен!я съ продолженною плоскостью ве- 
нато основан1я РОВУ, и соединивъ точки пересфченя Н, С, Е, Е пр:- 
мыми На, СЁ, ЕЕ, ЕН, соетавимъ параллелограммъ СЕЕН-ЕМЕКЕ, | 
ведя теперь плоекоети чрезь прамыл МН и ЕГЕГи ЕК. КЕ и СГ 6. 
и НМ, ноетроимъ прямой параллеленипедь НЕСЕМТКГ, тому 970 ви 
его, ироходя чрезъь прямыя, перпендикулярныя къ основаню. также ие 
и &Ъ основанию. Построенный паралаелепипедь равном 
о а что съ нимъ имфетъ одинаковое основане и равную 

ели бы его основане МГЖКТ было прямоуголеникомъ, то параллеле 
нипедъ МЕЕСМТКТ, былъ ‘бы требуемый; изь этого авдует о ий 
нпараллелограммъ МЕКТ не есть прамоугольникъ, то его должно превратит: 
въ прямоугольникъ. Для еего проведемъ изъ Ми Г, пряных МС и Ши 
нендикуларно къ МГдо пересфченя съ 1К въ точкахъь Си р: МГЛС будет» 
ирямоуголеникъ равномфрный нараллолограмму МТКТ, Воветаритх ИЗ 10. 
р С т СА в ОВ до пересфченя съ ЕЕ, и провел 

доскости чрезь МС и ВМ. : 
АВОНСРЕМ, птому чт ВОН В СОМ оны прамоть пароле 
и грани перпендикулярны  къоснованямъ. м . аллелен. 
АВСНСОГМ равномфренъ съ прамамъиаразделеп. НЕЕСМИ я $455. 
нотому что общая ихъгрань НОТ.М можеть быть принт о и 
тогда верхня ихъ основашя ЕРКГ и АВОС находятся меж, ее # 
Тми же параллельными лишями: а прямой аралледешицедь ра мя ен» 
СЪ даннымъ наклоннымъ парадделенипедомт: слфд. прамо - е. . т 
челенинедь равномфренъ съ даннымт. к 

461. „Теа прямоугольныхв параллелепипеда (че 
имъюние равныя основантя ЕЕСН и ХОРО, ) 
тат, хакё ить высоты АЕ ци МУ. 

Здфеь могугь быть два случая: [ высот 
и П, несоизмфримыя. 

Г. Пусть высоты АЕ и МХ соизифримы и относятся ме 


уг. 232) АС и №. 
относятся между соб" 


м могуть быть соизмБримые- 


ь ЖДУ собою 58 
изъ точекъ дфденя Г, & 


> 


5 къ 2. Проведя въ первомъ параллелепител 
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Т, 0. плоскости параллельных основаяю, ‘раздфлииь его на 5 равныхь 
прамоуг. параллелеп., потому что основанйя ихъ и высоты равны ($ 437). 
Такимъ же образомъ второй параллеленинедъь МР разд®лится плоскостью 
проведенною параллельно осмован!ю чрезь точку дФлен!я Х, на два рав- 
ныхъ прамоуг. параллелепипеда. Притомъ каждый изъ частныхъ парал- 
лелепипедовъ перваго даннаго параллеленипеда равенъ каждому частно- 
му параллелепипеду втораго даннаго параллелепипеда, по причинВ рз- 
зенства основав!й и высотъ. А изь сего слфдуетъ, что 

параллелет. АС : парал. МР==5 : 2, 
и АЕ : МУ—5 : 2, 
ел%д. наразлелеп. \( : парал. МР--АЕ : МХ. 

462. П. Если выеоты -несоизмримы, то это предложене доказывается 
косвеннымъ образомъ, какъ и прежде дфлалось въ подобныхь случаяхъ. 
Пусть высоты (черт. 233) ВС и ЕС данныхъ прямоугольныхь параллелеп. 
Рир, коихъ основаня равны, несоизыфримы, и пусть Р относится къ 
р не такъ, какъ ВС въ ЕС, но какъ ВС къ лини. меньшей нежели ка, 
наприм. НС, то есть 

пусть Р: р--ВС : Не (1) 

Раздфлимь ВС на таыя мелыя части, которыя были бы менфе ЁН; 
вафд. если таковыя части будемъ отлагать на прямой СЁ оть точки а, 
то непремнно покрайней мёрЪ одна точка дфленшя упадеть между Хи 
Е. Пусть будетъ точка О таковая точка, и прямая (О соизифрима съ 
высотою ВС. Проведя чрезъ точку О илоскость параллельную основан1ю, 
построимъ нрямоуг. параллелен, МС, который съ параллелеи. Р будетъ 
имфть равныя основан и соизыфримия высоты ВС и ОС; сл$д. ($ 461 

нарал. Р : парал. Мб— ВС: 06 (2) 
Такъ какъ въ пропорщяхъ (1) и (2) предъидущие члены равны, 170 изъ 
цослфдующихь можно было бы составить пропорщю: 
р: нарал. Мо-=Нб : 04. 
Но въ этой пропорщи первый чденъ иерваго отношешя бодфе втормю. а 
иервый членъ втораго — менфе втораго, чего быть не можетъ; слфд. и 
едфланное иредложеше (1) не можегь имфть мЪфета. Точно такимъ же 
образомъ докажемъ, что первый параллеленииедъ не можеть относиться 
ко второму, какъ высота ВС къ прямой, которая болЪе высоты ЕО; сдал. 
РЕВ 

463. Два прямоугольные параллелепипейа (черт. 224, АС и ГР. 
имъюцие равныя высоты АЕ и Г\, относятся так, ваз ит 
основангя. 

ОтложивЪ на АВ часть АБ -- №, проведемъ илоскоеть ВТС парал- 
чельную грани АРНЕ. Такимъ образомъ въ параллелен. АС построится 
нараллеленипель АТ. который имфетъ съ параллелен. ТГ олинаково” о6но- 
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ваше, если въ первомъ примемъ грань АВОЕ, 
за основан!я; и поеему ($ 461). 

парал. ГР: парал. АТ--И, : Ар (1) 
Но параллелен. АТ имфетъ съ параллелеп. 
общая ихъ грань АОДНЕ будетъ 
слфдуеть. что ($ 461) 


нарал. АТ ;: парад. АС-—АВ : АВ (2); 
Перемноживт, пропорщи (1) и (2) почленно лолучимт: 

парал. ГР: нзрал. АСИХАВ : АОЖАВ; 
а какъ Н.. АВ иди ПК (потому что АРК) означаеть площах 
основан1я АМТ. д АО У АВ площадь основамя АВСО; то изъ тм 


можно вывесть, что данные прямоуг. параллел. относятся между соб 
такъ, какъ ихт основаня. 


464. Два прямоуолвны? параллелепиледа (черт. 23 


юние разныя осповантя и высоты. 
дения осповаитй. иа высоты, или ка 
мтъренй. 


а во второмъ трань [К0У 


АС одинаковое основание, ел 
принята за ихъ основане; а изъ се 


| 


Риф, им 
относятся таз какь произв: 
из произведен! я встьхз треть и 


Означимъ высоту перваго параллел. Г буквою ПИ 
стороны освовашя первато чрез Аи В 
площадь основаня первато п 


‚ а втораго р) през» № 
‚ а птораго чрез п и 2: 25 
араллелеи. выразится чрезь А`”В. а вто 
чрезь аб. Иоетроимъ, для сравнен!я, трети параллелен. Р’, который 
имфлъ бы съ первым олно основаше, 1 со вторыиъ ОДНУ высоту: 
слЪд. Рон 461) 
Р:р-АВ: ар ($ 463) 

Р:р- А.В. : а.6.7. 

Или Р:рР-АВУУН : (1.6) -7. что и дока 
надлежало. нотому что А.ВН и ол означають произведеня ге 


трехъ измтрешй прямоуг. параллелепипеловт. 1 ГА.ВУСН и (а МУ? 
произведешя изъ ихъ основан и выеотъ. 


перемноживт нолуч. 


465. Положимъ, что въ прямоуг. параллеленинедь и--7 -7. то № 
такомЪ случаф онъ былъ бы КУбомъ. который и принимается. какъ Пре 
ВитьНЯшУЙ изт параллеленипедовъ, ла единицу ТЬлесной мфры. Основи. 
валет на поелфднемъ предложени можно спредфлить, сколько разъ кУ® 
Р завлючается въ данномъ параллелен. р. и Такимъ образомъ получить 
понят/е объ его объемЪ. И въ слиомъ ДЪяв изъ предъидущаго слфдует®. 


что ($ 464) 
Р:р--А.В.Н : а6./. 


Яли Р: р—А.В.Н : 7.4.9, такъ какъ и—р =й:; 
РА.В.Н | 
откуда Е 
р ааа 





р 
] 
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или, разложивъ вторую часть уравненя ина множители. 
РАВ Н 
ты ие: ‚ной мфры р’ содер- 
то есть, чтобь узнать, сколько разъ единица тфлесно . а 
жатся въ данномъ многоуг. параллелепипель, должно а р т. 
ющее сколько разъ едяница соотв ствующей линейной мфры С _ а 
въ длинъ. умножить на чиело, показывающее сколько а 
ница содержится аъ миринт, и умножить еще ва к Е — 
сколько разъ содержитея та же самая единица въ выс07 м р 
слфднемъ уравнени единица тфдесной мЪры р, И а ее 
мфры а, какъ единицы, будуть ыы то иолу у 
—. Прнек. 
10 ееть, обземз прлмоу”. параллелепипеда о Ее. и 
всъаз треть его измтъренай. Изъ вышесказаннаго — т а 
этимъ выраженемъ должно понимать, что не и а 
а числа, выражающия ихъ отношеня къ линейной С а Е 
деве покажетъ, сколько разъ единица т — лес 
содержится въ объемЪ даннаго прямоуг. иараллелепи т А 
466. Не трудно УбЪдиться въ ищеНы а и 
дьйствительное построенме, если стороны ре к а. р. 
о ей ВЫ О ИАА НЫ Предста- 
а А НЫЕ а те дфленя 
вимъ себЪ, что АВ раздфлена на 4 равныя ча — р дФтЯт данный 
проведены нкоскости параллельныя основанию. о ов ИВ 
параллелен. на 4 ирямоуг. параллелепипеда, | ИС ОЕ 
ной единииЪ. Раздфливъ СВ на > равныя чаети, ро нлоскостью раздф- 
хьленя П идоскоеть параллельно траня АВК; Не наралледенииеда. 
пнтея важдый изь первыхь параллеленипедовъ г ты а ей. 
которыхь посему будеть 4 2. Высота поетфднить о 
ной единиць, а основане половин® основания а я проведя чрезъ 
Раздфлияь наконець и ширину ВК на 3 равныхь г АВС раздфлимь 
точки дълешя Ми Х изоскости нараллельныя ур а прямозт. па- 
КАЖДЫЙ ИЗЪ НОСЛЬДНИХЬ параллеленииеловь т - и же паралле- 
раллелепинеда, коихъ иосему будетъ 4/2. 2: к я единицф, то есть. 
ленипедь высота, длина и ширина равны и кубомъ, коем каждое 
каждый изъ послфднихь параллеленинедовъ Е _. паралледепя- 
ребро равно линейной единип$. И такъ, — и 
педъ будеть состоять изъ 4.72.7”? кубических 231! РГ. равном$- 
467 Такъ гакъ наклонный параллеленипедъ о С р жена 
ренъ съ прямоттольнымъ АТ. то и мбра ето будет 
465). такъ какъ 
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06. параллелен. АТ-=МОрЬХ МН. 


тои 06. параллелен. РГ; -МСОЕЖХМН 
но МСОТ, МКГ ($ 256); 
ся. 0б. параллелен. Рь=МКЬХМН, 


то есть, обземз всянаго параллелепипеда равенз его основашю умно- 
3 \ 

эжекному на его высоту, потому что МН есть также высота в 
наклониао параллелепияеда РГ. 

и о призма ЕНЕАПВ (черт. 219) равняется половин 

мер Ь АВС ($ 441), имЪющаго туже высоту А, а основан- 

. Ея коего половина равняется основантю призмы, сл$д 

ъема треугольн. призмы рав | | 

у . няетея полови . 

раллелепипеди ($ 467). в 

наралледеи. НЕКСРАВС—ОАВСХй 


елфд. треуг. пр. ЕНРАОВ: -АГРАВСХА 


1 
р ‚ Но — ПАВС-—треуг. АВ: 


сад. „треуг. пр. ЕНКАЮВ--АВО> р 
т есть, обземь вслкой треузольной призмы а зан 
ки на высоту. м 
). Веякую многоуг, призму а 5: 
—_ Датональными и и. о ы 
ысот. & у 
о __ ЛАВНОЙ призы НС, а освованя суть треугольники 
‘ВС, ЕС, которые дфлится оеноване Данной . 
треуг. ириз. абеАВЕ: -АВЕ» НС. ($ 468 ыы 
треуг. приз. ес ЕВС. -ЕВСУХ ИС: — 

, треуг. приз. ее ЧЕСТ-ЕСП»‹ На 
слФд. мног. приз. абсаеАВСОЕ.—(\В ! 

в есть, оббемь всякой а. В 
жгю. Умпоженноми йа высоту. 

470. Изъ послфднаго иараграфа елдуетя 
сатея между собою Такъ, какъ произведена 
еели призмы имзютъ одинаковую высоту, т 
если ве имфютъ одинаковое основан, 


вно разд$- 
призмы. коихъ 


Г СОЕХ НС, 
Ризмы равняется ея основа- 


что объемы двухъ призмъ отно- 
оснований па высоты; и посему. 
о 0$ ОТНОСЯТСЯ какъ основания: 
то относатея Такъ, какъ высоты. 
рамидъ, слфдуету вывес- 
МЪ КЪ объемамъ нира- 
режде доказать, что тре- 
и Равномтърпыя основа- 


471. Чтобъ можно было опредфаять объемы пи 
ти, въ какомъ отношен!и находатся объемы при 
мидт. Но для рышеня этого вопроса должно Е 
Улольныя пирамиды, иньюшуя одна) высот, 
нал, равномъурны. . 

Пусть (черт. 238) пирамиды СРЕЕК и СКГХ 
основашя РЕЕ и КМГ, и равныя высоты. Раздь 


| Нфютъ неравном рюыя 
ЛИМЪ которое нибудь ИЗЪ 





=“ 
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реберъ СЕ первой пирамяды на нФеколько равныхъ частей, и проведемъ 
чрезь точки дёленя Е, Е”, Е”... плоскости параядельныя основан!ю. 
РЕЕ, то сбчешя ЕеР, Е’е’Г" и т. д. будуть треугольники, подобные 
основано ЕЕ. Проведа изъ е и /’ прамыя еенГ/ иарал. КЕ, и 
соединивъ точки е и Х, прамою еГ, построимъ многотр. Ее/’ ЕеГ, кото- 
рый долженъ быть треугольном призмою, иотому что основан!я его Ее’Р 
и ЕёЁР равные треугольники, и вс грани параллелограммы. Такъ какъ 
эта призма вся находится внутри данной пирамиды, то будемъ называть 
ее внутрениею. Продолжимъ прямыя Ее и ЕЁ, до пересфчемя съ иря- 
мыми ОО’ и ЕЕ’, проведенными параллельно прамой ЕЕ’ и соединивъ 
точки 0’и Е’ прамою О’Ё”, образуемъ треуг. призму Ер’Е, ЕЕ, —что 
также легко доказать. Тахъ какъ часть посафдней призмы нахедится внЪ 
данной пирамиды, то ее пазываютъ выхсдящею. СдЪланъ нодобное постро- 
ешеи въ остальной части пирамиды, касъ показано въ чертежф, получинъ 
рядъ выходящихь и внутреннихъ призмъ. Изъ того же чертежа очевидно, что 
призм. ОЕЕТЕЕ-е Ее ЕР - многотр. Б’еКЕТ»ГК 
призм. ЕЕ" АЕ" ЕЕ" у мнотогр, Ее", 


призм. Ол’ СР "Е" призм. О СЕ е""Е" 
сложивъ и означивъ сумму Выходащихь призмъ чрезъ 5’, а сумму внут 
реннихъ чрезъ 3”, получим | 
5’ 5". еее р” РЕ... 
И У 6 
Также изъ самато чертежа легко Уб®диться, что вторая часть равенства 
равняется треуг. призм. ОЕ” НЕЕ, сл. 
<_5”--Р"ЕЕТЕЕ-=РЕРХ ($ 468) 

‘означивъ чрезъ А высоту призмы ОРЕ’РЕЕ). Но какъ высота Й зави- 
ситъ отъ числа частей ребра СЕ, и какъ это число еовершенио ироиз- 
вольно, то изъ того и слёдуеть, что № можетъ быть едфлана менфе вся 
кой данной величины, н 10сему и РЕЕУЛ можеть быть слфлана также 
менфе всякой произвольно взятой величины, Но катъ объемъ пирамиды 


(который означимъ чрезъ Р), завлючлется уежду $’ и 5", то тфмъ болфе 
разность между > и Р, Ри $”, можеть быть сдфлаяа бозконечно алою. 
Изъ чего же и заключаемт, что Ресть предфлъ перемфяных величину, $и8”. 

472. Сдлавъ такое же построене ч въ пираиидв СКХГ, нолучимъ 
также рядъ выходящих и внутренняхь треугольныхь и’измъ, имфюшихь 
равныя высоты (-=Й), потому что полагаем высоты нирамидЪ одинаки- 
мн и число чаетей, на которыя раздёлены ребра одно и тоже. И во вто- 
рой пирамидЪ (объемъ которой означимъ чрезъ р) суммы какЪ выходя- 
щить, такъ и внугреннихъ треугольныхь призиЪ нуфють своимъ предт,- 


ломъ самую пирамиду. 





а . 


Изъ. 5 :470 сяфдуетт, | че 
а ПЕТКРЕЕ : КТК БЕС: КХ 
ЕЕеЕТ : КИК --Еу: ИРЕН : КЫХ 


ри СЕ: у 


Е”: Кебхкрл — Е": РР” . 
ВЕК: кк о 
ав И . У:$ РЕ : КГХ 
: ТЪ сумму выходящих треуг. призм второй пирамиды). 
_ какъ по$ 248 перемънныя величины, относаятея какъ нхъ предфлы Г и. 
_ — т Г: 2=ПЕЕ : МХ 
_. и хмллонея одицаковыя высоты, отно“ 
ы в оспован1я равномЪриы. то и пирамиды равномфрны. И такъ, 
р ольныя пирамиды, илтьюлизя равпыл высоты и ра 
основания, равиолтьриы. А 


сложивъ, нолучимъ: 


р р 
о _. а Показать, что обеемё тнреу- 
треугольной о Равняется одной трети облема 
ея › имиьюгией то эже основан м ину же 
Проведя плоскость чрезь точеи , А, В, нот 
ОВ ‚ В, НЯВЪ ОТЪ треуг. призмы 
въ Г, а основане есть иа и четыреттольную пирамиду. коей вертиия 
нершину Г и д!агональ а. т О ет 5 
ре о ‘треугольныя РАВЕ и ЕВ. и р в. 
и. а а ниЪють равныя оснозаня ЛЕВИ КЕВ, и и 
одной а р инеогу, ТакЪ какь осповани находятея на 
же причин ($ 471 ) а и. нЕ р Е 
х п амид® ПАВС. ы 

ео р ПЕР равную САВ за о в 
обЪихь пирамидахь на Виботы будуть одинакя, такь каКЪ оф 3 
стями. И так пиры Е. ть между параллельными илоеко- 
стл. вс тра и. о равном рай каждон изъ остальныхт, ДВУХЪ 
В. ' __ оставляюнуя данную треут. призму. равном р- 
о же слздуетъ, что данная треуг. пирамида вост — : 

а призмы. имфющей то же основание п —. >. ри треть 

‚ ©. ЗЕ а у. 
и ее 1. Такъ какъ объемъ треуг. иризмы (5 468, равняется 0с- 
ст па ЦА ВЫСОХТ, 10 изь предъидущиго а 
: 


юви , 
ви яется основано, 


елБдуетъ. что обеемь треугольной пирамиды у 
Умноженному на треть высоты. . 
475. СлЪдетве 2. Такъ какь всякая многотг 
АВСРЕЕ можетъ быть разджлена Дагональными у 


иирамида (черт. 214) 
поскоетями АРС ЕС 
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на, уреугольн.. цирамиды АВСГ, АСЕЕ, АСОЕ, то-слфдтегъ только найти 
вумыу. объемовъ треугольныхь нирамидъ, чтобъ опредфлить объемъ мно- 
гоугодьной пирамиды, ‹Зам$тимъ-еще, что всф треуг. пирамиды имъютъ 
высоту общую еъ цфлою пирамидою, потому что вершива у нитъ общая, 
& основащя ихъ находятся на нлоекости основаня иногоуг. пирамиды‘ 
Означивъ высоту пирамид чрезь Л, полунимъ: 


пирамъ АВР ВЕС 374) 


нирам. АСКЕ-СЕЕ`< зе 
нирам. АСЕБ==СЕОХ 


ел. | нирам. АВСРЕЕ— ВЕС--СКЕ-{ сЕв)-^- 
.) 
:-=АСРЕЕМ г. 


То есть 00емё всякой многоуюльной пирамиды равияетст ея оено- 
вамю, умноженному на треть высоты. 

476. Всякал пьрамида, усъченная плоспостью параллельно осно- 
вашю, равияется тремз пирамидамз, которыть высота равна высо- 
тт усъченной пирамиды, ц основамемз одной будеть нижнее осно- 
вание, дру!ой верхнее основаше, а третьей среднее пропорщюкальное 
между обоими основатлями устчениой пирамиды. 

Г. Пусть (черт. 240) пирамиды АЕСЕ н КРОВ имФють одну вясоту и 
основаня ихъ находятся на одной нлоскости, то сфченя ВОС и МУХ. 
происшедпия отъ переебченл ндоскостью, параллельною основан!ю, относат- 
ся между собою какъ оенован1я пирамидъ ($ 428); ел$л., есля положимъ, что 
основания пнрамидъ равномфрны, то и сёчен!я ВОС и МГК также равном рвы. 

По причин равномфрности основан!й данных пирамилъ и равенства 


выеоть ($ 470. 
нир. АКЕЯ--нир. КРОК 


по той же причинь пир. АВСО-=иир. КОММ 
елфд. пир. АРЕ4—нир. АВСО-=нир. КРФВ—пирам. КЫММ 
иди усфчен. пирам. БОСЕСЕ—=уе%ч. нир. ММРОВ. Посему. 
ееди будетъ доказана сираведливость продолжения для усфченной тре- 
угольной пирамиды, то вмфстф съ тёмъ будетъь доъазлна и для веятой 
нирамиды, усфченной параллельно основанию. 

477. И. Проведя плоскость ОЕЕ чрезъ точки О, Г, Е, разебчемъ данную 
пирамиду ва двБ нирамиды: 1) треугольную ОКЕС, и 2) четыреугольную 
ОСВЕЕ. Треугольная пирамида РЕЕС имфетъ основашемъ свонмъ инжнее 
основаве ЕЕС; усбченной нирамиды, н вертину въ Р; ств. высоту общую 
съ усбченною пирамидою. 
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и Дин нирамих$ ПСВЕЕ ‘Дагональную плоскость 
. — г К на дВЪ треуг. пирамиды ОВСЁ и ПСЕЕ. Принявъ 
п Е ОВС за основаше, то вершину ея будемъ инфть 
ве — . вторая пирамида будетъ имфть своимъ основанень 
овавте усфченной пирамиды и высоту общую съ нею. 


ета, 
м а только разомотрёть остальную пирамиду ПСЕЕ, Ди 
пирамиду НЕЕ, рямую ПН параллельно ребру СЕ, и построныъ тел 
‘основки:о СЕ ‚ которая съ пирамидою ПСЕЕ имфеть одно и 10 ь 
ое с же ихъ Г и Н находятея на прямой ОН парал- 
ВСЕЕ ($ 381); сл ‚ и посему параллельной къ плоскоети ыы 
И ВЫСОТЪ слвд а высоты иирамидь равны. Д изъ равенства основан!й 
послфдней пи . р: пирамидъ РСЕЕ и НСЕЕ. Если же въ 
весы _ ид примемъ грань КЕН основанемъ, то вершина будеть 
и Е пирамида СГЕН имъфетъ высоту усфченной пирамиды. 
КЕН къ нижнем и вь каком отношени находится ея основание 
Треугольники м ворхнему основашямъ данной пирамиды. 
иифюще общую о ь оно разематривать какъ треугольникя 
. въ Е, а оеноваша на ‘одной | 
имфюще одну и ту же высоту; слЪд. ($ 284) а 
треуг. КСЕ: треуг. ГЕН =СЕ. Е 
" . =@Е : ЕН; 
пост т 
о ЕН равную ей линю оС, получит: 
Троттодьнныя а СЕ ен. ЖЕНЕВЕ ; 00, (0. ^ 
и о 
тему ($ 285) мЪють равные углы РЕВ и ВС и 1 
но ЕН СР: ани : рези. ВАД--РЕН ; ВОХСр 
—95; ‚ сОкративъ би м. 
СО, получим: члены втораго отношешя на ЕН, равную 
треуг. ГЕН : треуг. ВСЕ. 
Изъ 1010бЯ же треугольниковь 6 Е: 
отношенй пропорщй (1) и (2) 
СЕ : 0С--ЕЕ : ВС 
слёд. треуг. СЕ: тр Е ы | 
«тов ; тр ЕЕН=тТр.ЕЕН : т . 
И такъ треугольникъ ЖЕН есть ин ых 
НИЖНИмЪ и перхнимъ основашами усфченной 1 
©имЪ доказаны ве частн ирезложенной ее 


478. 06 ем т { 
бо ВАСОЕЕ (. ож призмы, усъченной непата 
нии У" (черт. 241) равилется суммль а. ллельно основа“ 
2 ии тоже : . " ли 7ре 
—. оже осповачте РЕК, ш вершины в и яирамид» 
геБчемъ : ее г 
Е оть данной призмы плоскостью АТЕ ее 1лА, В, С 
. Которая и будетъ одна изъ тре утелрную пирамиду 
то ея основан? 
анемъ 


СПбРь оставшуюся 


ма ) | 
и ВОС съдуетъ равенство вторыхь 


нальная величина между 
Ирамиды, и выфеть съ 


Зуемыхъ, ПОТОМУ Ч 


у змы, & ве 2 3 
р , БШИНА ВЪ А. Раз АЪтимъЪ Я 
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тетыреугольную пирамиду АВСЕР д1агональною илоскоетью АСП ва ДЕ 
пирамиды АСРЕ и АВСЬ. 

Пирамида АСОЕ равномфрна пирамидЪ РСОЕ, ьакъ инфющей тоже 
основаве и вершину Е на одной прямой, параллельной основаню. Вь 
пирамидь же ЕСОЕ можно грань КОРЕ принять за основане, и тотда 
вершива ся будеть въ вершин® сфченя С. Сяфд. ЕСОЕ есть вторая изъ 
требуемыхъ пирамидъ. 

Пирамида АВСР равномфрна пирамид® ЕВОЕ, нотому что основашя 
ихъ ВОС и ВПЕ суть равномфрные треугольники, какъ имфюще равныя 
основан1я и высоты; вершины же лирамидъ А и Г находятся на одной 
прамой АЕ, параллельной основанию. Въ пирамид же ЕВОЕ можно при- 
нять грань ЕОЕ за основан!е, и тогда вершина ея будегь въ вершин® 
съчешя В; слёд. пирамида ЕВОЕ есть третья требуемая пирамида. И 
такъ объемъ, усфченной ненараллельно основаню треугольной призмы, 
равняется сумм объемовъ трехъь вышеозначенныхь пнрамидъ. 

479. Слфдстне. Если ребра АК, СЕ и ВО иериендикулярны къ 06и0- 
ваню, то они будутъ вмЪстф высотами трех» пирамидъ, составяяющихь 
0бъемъ усфченной треугольной призмы, и иосему объемъ призмы: 

-= РЕР 1% АЕ + БЕЕ о 1 СВ -+- ОЕЁ Х А ВО 

-= ОЕЕ >. 13 (АЕ - СЕ + В) 
то есть, обемь прямой треугольной призмы, устьченной непараляельно 
основаию, равняется ея основанлю, умноженком/у на одну 3 суммы 


ветьхь ребут. 
У. 0 подобныхьъ многогранникахъ. 


480. Подобными многогранниками называются таве. въ которыхъ много- 
транные углы равны, и грани подобны и одинакимъ обряяомъ раеполо- 
жены. Мы выше ($ 445) видфли, что многоугольняки Могут быть  раз- 
дълены на треугольныя нирамиды; посему и слфдуетъ раземотрфть случаи, 
въ которыхъ треугольныя нирамиды бывають подобны; точно такъ БА 
въ Планиметр:и отъ подобя треугодьниковь переходять къ нодобю 
многоугольников. 

481. Рели в двухь треурюольныть пирамидать (черт. 242) АВОСЬ, 
абс4, треугольники, составляюшяе соотвътственные т регранные углы 
А и а, подобны и подобным образомз расположены, то яирамиды 
подобны. 

По уеловю выраженному въ теоремф, пусть треугольники АВС, АВ, 
АПС нодобны треугольникамъ ас, а54. а4, и притомъ расположены 
одинакимъ обраламъ. Отложнвъ из ребрё АВ прямую АЁ` -иф, провелемъ 
нлоскость ЕСЕ параллельно основан!ю ВОС, то построимъ пярамиду АЕЕЁС, 
имъющую съ пирамидою АВСЬ, во 1-хъ всф грани подобныя, и подоб- 
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нымъ образомъ расположенныя, и во 2-хъ веф сходетвенные трегранные 
углы равные, 

Г. Треугольникь АЕС подобенъ треугольнику АВЬ, нотому что ЕС ц 
ВР параллельны, какъ лини сЪченя параллельныхь плоскостей третьею 
(8 384 и $ 201); по той же причинф треугольники АЕЁ и АВС, АСКи 
АОС также подобны: треугольникь жъ ЕС подобенъ треугольнику ВПС, 
каЕъ плоскоеть сфчения, проведенная параллельно оенованно ($ 427). Н 
тагь всф четыре грани нирамиды АЕЕС подобны гранамъ пирамиды 
АВС, и также очевидно, что он одинакимъ образомъ расположены. 

И. Такъ какъ трани одной пирамиды подобны гранямъ другой, то’изъ 
сего слдуегъ, что илосще Углы сходетвенныхь трегранныхь угловъ равны 
и одинакимъ образомъ расположены; & изъ этаго равенства выводится равен- 
тво трегранныхъ угловъ. И такъ пираинда АЕЕС; подобна пирамил% АВОС. 


Оеталось теперь только вывееть, что вторая данная пирамида а 
равна пирамид АЕЕС;. Изъ подобя треугольниковъ АВР и 264 (по уеловю, 
ел®дуетъ, что АВ Иафй; но / АВО-— ХАЕС, влбд. / 64 —= /АЕС. 
Такимъ же образомъ выведемъ что и /64—= /ЕАС Сверхъ того извёе- 
тн, что а6-=АЕ. Изь сего же ея$дуетъ ($ 58), что треуг, а64-—тр. АЕб. 
Изъ равенства этихъ треугольняковъ ВЫВОДИТСЯ, ЧТО (=. Также можно 
доказать какъ выше было показано, что н 2 а%— АСЕ, /4ае-влакг, 
елфд, н треугодьникъ а4с-—АСЕ. Подобнымъ же снособомъ можно вывести. 


пирамиды абе4, соетавяяющя 
гой нирамиды АЕЕС, составляющим сходетвенный трег 
нахнииъ образомъ расположены, то тавовыя пирамиды рав 
А изъ равенства пирамидъ абс4 и АЕЕС: слБдуетъ, 

Чодобна пирамидь АВСЬ, потому что также должна и 


ранный уголъ А,оди- 
НЫ ВО ВСфхЪ частяхъ- 


, 
треуолёныя пирамиды подобиы # 68 томз случаъ, когда деть зрани 
одной подобны двумз гранлмз другой, в двуг 


ранные углы, составляе- 
мые подобными гранлиц, равны. 
Различе въ доказательетвь Состоить только ВЪ ТОМЪ, что ВЪ тТакомЪ 


по причин% равенства двухъ граней 
и угла, ими составляемаго ($ 425). : 


485. Изь подобя граней нодобныхъ 


пирамид (черт. 242) 
пропорши: 


выводятся 


АВ : а6---АС.: ае-Вс ; 
ВС : —ВО : 04-06: дс и пр. 


10 есть, 05 лодобчыть треуг. пирамндать сходетвенныя Ребра про- 
поригоналецы. 
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484; Еолй` въ `Двухь трое: пирамндахь веб ребра одной ‘проноршюна- 
льны ребрамъ другой, и одинакймъ образомъ расположены, то веЪ трани 
объихъ пирамиду подобны; & изъ сего подобя елфдуеть и подобе пирамидъ, 
потому что -($ 481) достаточно, чтобы три грани, соетавляюния Одет 
ные трегранные углы, были нодобны`и одянакимъ образомъ расположены. 

485. Из% 55 427 и 481 таквз слВдубтъ, что если вЪ треугольной пяра- 
мил АВСР нроведемз ‘плоскость ее оеновантю, то отефченная 

подобна цфлой пнрамидф. й | 
п Я (черт. 243} ЕСАСПЕ, Лрабе4е воставленныть 
и3ъ равналю числа подобныхь и подобно расположениыть пирами%, 
подобны. : | а | 

Пуеть пирамида ЧАВСЬЕ подобна уабеде, САЕЕ подобна уаеГ, бАВЕ 
подобна аб}, и пусть он одинакимь образомъ разположены; с: т 
доказать: 1. что грани первой пирамиды подобны транямъ рторой; и П. 

костные ихъ угды равны. ` 

о и грани обояхъ ке. или 
суть подныя грани данныхь пирамидъ, илн составлены — НЕ 
одинакныь образоиъ расположенныхь граней двухъ НЫ 
рамидъ. Жъ первымз относятся многоугольники АВСРЕ и — й —_ 
какъ они суть основашя пирамидъ САВСОЕ дабсае, и лы ы и 
одинакимъ образомъ въ обоихъ многогранникахт. Къ тому и т 
принадлежать АВЕ и е6Ё, потому что суть общя и р 
нирамидамъ АВЕ и 9абЕ, ит. и. Ко второму разряду р гы 
надлежать, наприм. четыреугольники РЕЕС и 42/9, а 
треугольниковь ПЕС ин СЕЕ, 469 и 96), хоторые р _ г Е 
траня въ пирамидахъ САВСОЕ и САЕР, дабе4е и дае!. о 
можно сказать и о граняхъ ВРОС и 6/ос, составленныхь изъ о 
ныхь траней ВГС и ВСС, 6/9 и 69с подобныхь пирамид 6. 

в Е, даГ и дабеде. ть 

р. Е равенства илоскостныть углов, то не ме 
УВФриться въ томъ, что нфкоторые изъ нитъ суть ры о 
НИКОвЪ и ДВУХЪ подобныхь пирамидъ, & бе: о и. 
числа равныхъ плоскостныхъ угловъ Двухъ а СЕРА, дрра, 

Къ первымь можно наприм. отнести илоскостные — не. 
которые вифетЪ суть плоскостные углы многогравни . : 
илоекоетные углы подобныхъ пярамидъ СЕРА и Е ие, и: 

Ко вторымь можно причиелить плоскостные углы о 
ленные изъ угловь ВЕАС и СРАЕ, Вед и о1ае, и Г 
ные углы подобныхь нирамидъ САВЕ а у . О 

И такъ ‘грани одного многогранняка КСАВСРЕ пох 


гаго | се сходетвенные 1п350с- 
е ; свертъ ‘его сходе 
аг ‘дабса, ‚И подобно расположены, о 


Геом. Буссе. 
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костные, а новему и многогранные уюды ‹обонхъ-многогранниковь равны: 
слфд. многогранники подобны. т Е а 

457. Обратно: Есла два мнозогранника (черт. 343) ЕСАВСОЕ и Драбсдь 
подобиы, то они могуть быть раздъьлены. на одинаксе число подоб- 
нылз треуг. пирамиде % одинакимз образомь расположенныя. 

По первыхъ очевидно, что есди въ подобныхь траняхъ данныхь нног- 
гранниковъ соедивимъ вершины сходственныхъь урловь дЛатоналями, то 
образуемъ равное число подобныхъ и подобно расположенныхъ треуголь- 
никовъ. Избравъ потомъ въ обоихъ многогранникахъ сходетвенные ино- 
тотранные углы, наирим. Фи 9, проведя плоскости чрезь прамныя, © 
динаюния эти вершины Си, сь вершинами вефхъ другихъ углов» 
того же многогранника, раздфлимъ оба многогранника на одинаковое 
число подобно расположенныхь треугольных пярамидъ, коихъ. соетьт- 
ственныя основан1я будуть подобны. ” 

Эти пирамиды могуть быть двухъ разрядовъ: 

1. Одяв имфють двБ грани, общия съ многогранниками, и заключають 
равные плоскостные углы, самихъ многогранниковъ и посему они подоби. 
Къ этому. разряду мотуть быть отнесены напр. пирамиды сСОЕ и 064. 
коихъ грани @-=С и 94с, 6-Е и 94е, подобны какъ сходственные тре 
угольники подобныхь граней, и содержать, равные плоскостные угля 
06=Е и с04е самихъ мнотогранниковъ. ^ и — 

п. Ко второму разряду причисляются тЪ треуг. пирамиды, которвя 
составлены сходственными гранями пирамид перваго разряда, `и заБи- 
чаютъ плоскостные углы, равные разности между равными ОСОСтНмй 
угламя о НоотранникоВЬ и равными илоекостными углами пирамид? 
первато разряда. Къ такинъ пирамидамъ относятся наиримфръ пирамиде 
АС, даес. Въ самомъ дьлЬ, сравнивая пирамиды СС-Ея усе, КОНЬ 
подое уже доказано, находимтъ, что треугольники СЕС и _ подобия. 
и итоскостные углы —ССЕ и 49се рапны: сравнивая о пирамиды 
р дабс, коихъ подобуе также уже известно, выводныт в тре- 
УТОЛЬНИБОВУ АС@ и а69, и равенство плоскостныхъ утловь ВССА и 6694. 
Теперь,. если от сходетвенныхь равныхъ ИлОСкоСтныхЬ угловъ данных» 
уноготраннивовь ВС6— и (04, вычтемъ равны величины от ыя вато 
сумму плоскостн. угловъ ОССЕ-РВСбА, а отъ втораго р ь ы 1е- 
лучимъ равные остатки, то есть, идоскостные углы Лоб, . а ак 
треуг. пирамиды САЕС и 9аес должны быть (10$ 482) и. о же 
изсддоващемь можно убёдиться въ подоб1и вебтъ ООВ, ИЕ ъ 
. 488, Изъ предъидущаго параграфа слЬдуетт, что есди и | 
тогранники были н6 Только подобны, по и равны, то ня о 
разложены ня одинакое число треугольныхь равныхь р ПИ и 
кимъ образомъ расположенныхт. т АЧИхЬ одни 
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489. Ребра подобных многогранниковз (черт. 243) относятся меж- 
ду собою такз какз длагонали стодетвеиныхь гранёй. и М агонали 
мноограннииовз. 

Сравнивая послдовательно сходственныя грани подобных нирамидлъ, 
получимъ елфдующя отношенйя: 

ВС : 5—6 : 9=ВЕ : `Е-АВ`: а8=4С : ас и пр. 
чЪмъ и доказывается самое предложение. 

490. Поверхноеть мнотогранниковъ состоитъ изъ суммы вофхъ граней, 
которыхъ плошади относятся между собою, такъ кахъ квадраты сходетвен- 
ныхъ ихъ сторонъ или ребръ мнотогранниковъ; а Посему и иоверхности 
7одобиылть мнозогранниковь относятся между собою какъ твадраты 
сходственныхь ребуз, или вообще. какъ квадраты сходетвенныхь пря- 
мыхь, проведенныхь въ иногогранникахъ. Въ самомъ дфлВ: 

тр. ЕАГ : тр. ва -ЕЕ? : 12? 
тр. КАВ : тр. Раб АЕ? : аР==ЕЕ? : /* 
тр. ЕСВ : тр. (90=ЕВ? : НР-=ЕЕ? ; Ге 
слд. нов. ЕСАВОРЕ : нов. Гуабсае==ЕЕ? : [е". 

491. Обеемы двуть подобныть треутольныхь пирамидь относятся 
между собою канз кубы сходственныте ребрь или бру?ить стойетвен - 
ныть прямыхте, проведенных вв пирамидать (черт. 242. 

Изъ предъидущато извфетно, что (5 283) 

тр. ВОС : тр. 4=8В0° : МР. 


АН: 1 ой = ВО Ы 


‹ 





1 НЮ 
«ал, тр. ВОСХ-РАН : тр. 8. ай-ВБТ : 2 


или 06. пир. АВС: 06. пар.  абе-=ВО” : (иг. 


492. Изъ поелфдняго предложеня выводится, что и объемы вСЪхЪ по- 
добныхъ многогранниковъ, такъ какъ они могуть быть разложены из 
одинавБовое число подобныхъ треугольных пирамидъ ($ 487), относятся 
между собою какъ кубы сходственныхь ребръ или сходственныхе пря- 
мыхъ въ нихъ проведенныхт. 

493. Такъ какъ грани всфхъ правильныхъ многогранникоЕ?, ямфЮЩихЪ 
равное число граней, суть подобные многоугольники, и сверхъ Тото иного- 
гранные ихъ углы равны; то изъ того и слфдуетъ, что таковые мног»- 
гранникя подобны. Такимъ образомъ всЪ БУбы СУТЬ лолосяые мног.- 


гравники. 


1% 





Глава П1. 
О ТЬЛАХЪ, ОГРАНИЧЕННЫХЪ КРИВЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ. 
Т. О свойствахь тёлъ вращен!я. 


494. Многогранники могутъ быть весьма разнообразны; если же се 
представимъ, что тфла ограничиваются кривыми поверхностями, то итъ 
разнообраз!е будетъ еще больше и посему изедфдоване ихъ не можеть 
составлять предмета элементарной Геометраи. Въ ней разематриваются 
только нфкоторыя изъ тьлъ ограниченныхь кривыми поверхностями, про- 
исходящихь отъ обращен!я какихъ либо фигуръ, и посему называемыхь 
тълами вращенля. Изъ тфлъ вращеня изелъдуются въ Стереометрв 
преимущественно три, а именно: происходящйя отъ обращеня прямоуг. 
треугольника и прямоугольника около одной иеъ еторонъ, и отъ обра- 
щеня полукруга около своего д1аметра. 

495. Раземотримъ теперь тфло, происходащее отъ обращения (черт. 
244) прямоугольника АВС, около одного изъ катетовъь АВ. При этом 
обращенйи точка А и катеть АВ останутся на своемъ мфсть. катеть ВС 
опишетъ кругь Ся, и точка С окружноеть, какъ и века другая 
точка Е, взятая ва гинотенузь АС, потому что онъ сохраняютъ одной 
тоже разетояне отъ катета АВ во время всего обращения. Таковое тЪ10 
вращен1я, имфющее своимъ оенованемъ Еругъ, и коего кривая поверх 
ность оканчивается въ одной точкЪ, называется хонусомз. Точка А, ВЪ 
которои оканчиваетея кривая поверхность, называется вершиною, а пр" 
мая АВ, соединяющая вершину съ центромъ основан1я. и около которой 
происходить обращеше, осью конуса; прямая же АР производящею 
лин1ет, потому что отЪ ея обращен!я образуетея поверхность конус. 
Такъ какъ кривую поверхнесть прямаго конуса можно принять за сд. 
непрерывно движущейся производящей, прамой АС по иртьноетЕ Сим, 
То ИЗЪ ТОГО можно заключить, что кривая поверхность конуса можеть 
быть, такъ сказать, развернута на плоскости: и въ т Ъ обра 
зуетъ круговой секторъ АС’ияС” (черт 244 ие Ё 
дуга СтяС’ окружности Сил. | А 

496. Происхождене поверхности кон 
ел%дующимъ образомъ: вооб 
пендикулярной къ оси АВ 


уса можно себ представить еще 
разимъ, что около точки В въ плоскости пер- 
описанъ кругь Сир, и что прямая АС, 0ста- 


и 
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ваясь однимъ концомъ неподвижно въ А, другимъ концомъ С движется 
но окружности Сирж, пока доетигнеть опять до точки С. 

Такъ какъ АВ перпендикулярна къ плоскости основаня СиОм, то по- 
ему конусъ называется ярямыма. 

497. Если бы прямая (черт. 245) АВ была не перпендикулярна къ 
кругу Сиб, тогда бы точка А не находилась бы въ равномъ разетоя- 
ни отъ вефть точекъ окружности; едфд. въ`гакомъ случаз прамая АС, 
оставаясь нелодвижною въ А, не могла бы другимъ своимъ концомъ С 
двигатьея по окружноети А. а. такъ сказать, скользиза бы по ней и оии- 
сала бы также кривую поверхность конуса. Но какъ прамая АВ, соедн- 
няющая вершину А съ центромъ оеновашя В будеть наклониа къ 
плоекоети основаня, то и конусъ называется въ такомъ случаЪ на- 
влонным5. 

498. Во всяком понуст (черт. 245) съчене ЕЕСН, сдъланиое па- 
рфаллельно основантю Сп)т, есть ируг. 

Проведя плоскость чрезъ точки 1, В, С, получимъ параллельныя сф- 
ченя СВ и ЕГ, по причинЪ параллельности нлоскостей Си)т и ЕЁО, 
проведя еще одну’ плоскость чрезъ точки А, В и произвольно взатую 
точку п на окружности оенованя, поетроимъ также дв параллельныя 
лини сбчешя Вл. 1. Но причин параллельноети прямытъ СВ и Е! 
имфемъ: 

АВ : А-В: ЕЁ (1): 
а по причинЪ параллельноети Вл и ЕЁ 

АВ : АГ-Вп : Е (2) 
Такъ какь первые три члена первой проиорщи равны первымъ тремъ 
соотвфтетвующимь чденамъ второй (потому что СВ =Ви, какъ радусы 
одного круга), то и четвертые члены равны, то есть ГГ-=ЕГ. И такъ 
точка Е въ такомъ же разетоянён отъ Г какъ н точка Г. Такимъ же 0б- 
разомъ можно доказать, что и веЪ друМя точки сфчешя С, Н.... нахо- 
дятся въ равномъ разстояни отъ Г: сльд. сфчене ЕЕСН должно быть 
кругомъ. , 

499. Изъ самаго происхожденая конуса слфдуегъ. что всякое ефчене 
АВС, сдЪланное по оси, должно быть треугольникомт. 

500. Перейдемъ теперь къ другому тфлу вращеня, разсматринаемому 
зъ элементарной Геометрии. Пусть (черт. 236) прямоугольникъ АВС 
обращается около одной изъ своихь сторонъ АВ, то стороны ВС и АП, 
по причинЪ ихъ параллельноети ни равенства, опишутъ параллельные и 
равные круги СиЁя я ПлЕ, а сторона СР кривую поверхность, огра- 
ничнваемую обоими кругами. Тфло врашенн, такимъ образомъ проиешед- 
нее, называется цилиндром. дуги ОЕ и СмЕЁ его верунимъ И ниЖ- 
нимъ основангями. прямая АВ, соединнюшая центры обонхъ круговъ 
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его осью, а новерхность оть прямой СО происшедшая, его хривою или 
боховою поверхностью. Изъ -еказаннато елфдуетъ, что ива новерхноеть 
прямаго цилиндра можеть быть развернута въ прямоугольникъ, котораго 
основаве и высота равны основаню н высотЪ даннаго илинара 
в Происхождене кривой поверхности цилиндра можно себъ прел. 
— р 8 ме образомъ: если вообразимъ себф, что прямая 
ы Я мо оБружности нижняго освовашя, сохраняя къ нему свое 
рнендикулярное положене. 
502. Так е 
а. ее ось В перпендикулярна къ плоекости нижнаяго нак 
а о То посему таковой цилиндръ называется лрямыж. 
г : о о себф (черт, 247) два параллельныхь равныхь 
а ь щить причомъ такое положене, что ирямая АВ, 
а а обоихъ круговъ, къ нимъ наклонна; то прямая СР 
о - ыы. И сохраняя везд$ параллельность свою 
о в етъ также поверхность цилиндра; и самое тёло. 
р о этою поверхностью и обоими кругами будеть также 
и = цилиндре аклонный, такъ какъ прамая соединяющая 
- р ИХЪ основан, или 0сь, нахлонна къ основанамь 
ы _. о УбЪдитьея, что изъ самаго построеня а прамаго 
. с Е цилиндровъ слФфдуетъ, что всякое съченю СКН (черт 
и Г) сдфланное паразлельно оеснованю есть кругь равный 06но- 
ваню. Въ ‘амомъ 4525 С1—СВ, КЕ-ГВ, 1Н-=ВЕ кавъ параллельния 
Мы лежацшия между параллельными прямыми; и В УВВ Бат 
а того же круга, сл. @1-=К1=Н, и посему точки 6. 
а — т : ся въ равномъ разстояни отъ точки 1. И такъ въ сфчени 
Ты а одимъ отличительное свойство круга, и посему сёчене СКН 
должно быть кругомъ. А 
205. Кели у 
о 
снованию, то образуются кривыя лини, ямъющы 


В 


х 506. Третье тфло вращеня нроиехо 
ло евоего да : 
а - и ( черт. 248). Предетавимъ себЪ, что полукругь АЕОЕ 
о 19 даметра АВ, пока не придетъ въ первоначальное еде 
—. и. что полуокружность АЕОВ опишетъ сомкнутую ЕЕ" 
а о ть. иифюшую то свойство, что`всф ея точки равно отетоят» 
а ‚› Потому что веб точви полуокружноети, ири веякомъ ея по- 
, 
о . . а вЪ равномъ разстояня оть точкя С Тфдо, ограни- 
ою поверхностью, назыв | 
ае16я шаро 
и и р ромз, новерх ша 
р — ее ‘еферическою), & точка ентом ее 
: Зе ЧЕ 
точки поверхноетн шара равно отетоятъ отъ центра, 10 


дить оть обращеня полукруга ок 
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посему и всё прямыя, соединяющия центръ шара ©ъ точками, произволь- 
но вватыми не поверхноети шара, равны. Этя прямыя называются рад%у- 
саим или полупоперечниками шара. Очевидно, что вс прямия прото- 
дяшия отъ одной ‘точки поверхности чрезъ нентръ къ другой, противо- 
положной точЕ, равняются двойному рад!усу, и поеему также равны. 
Таковыя прямыя называются даметрами или поперечниками. 

507. Вз шарт (черт. 249) всякое съчене плоспоет ю есть „ру. 

.. Для доказательства нроведемъ изъ центра С перпендикуляръ СО на 
илощадь свченя ОЕЕС; пусть будетъ О точкою пересфченя. Соединивъ 
центръ С съ точками, 0, К, Е, С произвольно взятыми на Лян 65че- 
шя наоскоети съ поверхностю шара, получимъ равныя прямыя РС, ЕС, 
ЕС, СС, потому что (3 506) веф точки поверхности шара равно отстоять 
оть его сментра: Если же наклонных ОС, ЕС, ЕС, С къ изоекоети БЕЕС 
равны; чо ихъ конечныя точки, р, Е, Е, С равно отетоятъ отъ основа- 
ня цернендикулаяра О, то есть, 20—Е0--ЕО0=60. Если же эти прамыя 
равны, 10 ‹ёчене РЕЕб, должно быть кругомъ, коего радусы суть О. 
ОЕ, ОЕ.... 

508. Изь нрямоуг. треугольника явствуетгъ, что Ор мене ОС, то сеть 
радуеъ сфчейя менфе радтуса шара. И такь окружность сфченя, не 
проходящаго чрезъ центръ, менфе окружности сВченя проходащаго чрезъ 
центръ шара, потому что радуеъ ноелёдней равняется радлуеу шара. 
Цосему. еВченя, проходяния чрезъ центръ, называтются билышнми #ру- 
гами, а проия малыми. 

Часть поверхности шара, заключающаяел между двумя ветрёчающими- 
ся большими полукругами, называетея сферическим» треугольникоме. 
_ 509. Часть шара (черт. 248) КАСК, содержащаяся между поверхностью 
его шара и илоскостью разсфвающею, называется сферическимз сегмен- 
томт. Онъ происходить отъ обращеня круговато полуесгмента АЕК около 
его высоты АК. 

Чаеть шара АЕО@ (черт. 248), ироисходяшан отЪ обращеня круговаго 
«ектора АЕС около радуса АС, состоящая изъ сферическаг сегмента 
АЕКС и конуса СЕСК, называется сферическимъ векторомъ; & часть 
шара заключающаяся между двумя большими полукругами. взаимно ие- 
ресфкающимися— шаровым выртьзтоме. 


П. 0бъ измзренйи поверхностей тёлъ вращеня. 


510. Раземотрёвь какимъ образомъ ироисходятъ т8ла врашен!я. и в$- 
которыя изъ ихь свойствъ, изслфдуемъ теверь способъ находить и 
для ихъ поверхностей. Сравнивая ихъ для эгой ифли © многограннита 
ми, находимъ, что прамой конусъ, но своему виду, нифеть СОЖтю Ст 
правильною нирамидою, з прямой цилиндрь съ прямою призмою. коей 
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основаня суть правильння фитуры, имфюпия безчиеленное множество 


сторонъ, и ны скоро убъдимся. что выражешя для мфры ихъ поверхно- 


стей также сходны. Но прежде нежели можно изелфдовать этотъ нред- 
метъ, должно доказать нЪко 


торыя леммы, относянияея къ кривымъ по- 
верхностямъ. 


511. Всякая площадь ОАВСО (черт. 250) менпе привой поверт- 
ности ограничиваемой тъмз же 0бводомь РАВСО. 


Это предложене столь очевидно, что могло бы быть допущено бе 
дальнфйшато доказательства, потом 


ени къ кривой поверхности, въ какомъ 
прамая лин!я находится къ кривой. Впрочемъ, оно объясняется слёду- 
ЮщимъЪ образомъ: 

Поверхность есть протяжене въ длину и ширину, и посему нельзя 
представить себЪ поверхности, которая была бы болфе другой, безъ того, 
чтобы измфрен!я первой не были бы болфе соотвфтетвенныхь. измвренй 
второй, по крайней мБрь въ нфкоторыхъ направленяхъ; если же изн*- 
решя одной поверхности во вефхъ направлен1яхъ, бо 


ведена плоскость ВРО, она 


& Бривую поверхность въ кривой ВР; и всегда первая лия сфченя 
менфе второй, готому что изъ вефхъ лин между двумя точками про- 
веденныхъ, прямая есть самая кратчайшая. А изъ сего сл6дуетъ, ч19 


518. Новерхность, которая можетъ быть пересф$чена прямою’ Только въ 
ДВухъ `точкахъ,будемъ называть выпухлою. При этомъ должно замЪтить, 


ЧТ хотя прямая можеть перес$кать выпуклую поверхность только въ 
ДВУХ тоЧкахЪ; однакожь она мо 


верхностью цилиндра н вонуСа. 


ривыхъ поверхностей. °. 
513. Беякал вылуклая поверхность ОАВСР (черт. 2 
омлющей псвертиссти 


0бвспомь АВС. 
Въ какомъ би направление ня были персе$кде 


МЫ 005 ВЫПУБлЛЫЯ ис" 
верхностн плоскоетйю. наирим. плоскостью РВОР, отъ пересъчения 065- 
емлющей поверхностн 


происходила бы выпуклая лия ОРВ, которая 
также была бы объеилющею, въ отношении линии. сченя РОБ, объемле 
мой поверхностн съ ИоСКоСтИЮ. А какъ выпуклая объемлющая  лвим 
болфе объемлемой [< 243», то изъ того МОЖНО заключить, КакЪ въ 9511, 
ЧТо и объеулющая выпуклая поверхность болфе объемлемей. 


51} меитьв. 065 
каприм. РАВСО, ограпичиваемов тм же 
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цвухъ сторонъ 

(лъдетые 1. Еели выпуклая поверхность ограничена Е х 

т какъ напримфръ въ. цилиндр, и а — . 
и поверхностью, ограниченною_тфми. же. плоскостями, 


поверхность менфе второй. (с: с оь. | . 
Сафдетне 2. 0бъемлющая вынуклая поверхность оные ПЕ ый 
мой, имфють ли он® обпия точки, Е Аи вр ` 
ничего осбщаго не имфютъ. . т. кый 2 
$14. Изъ предъидушаюо ($ 513) слёдуеть, что а > а 
маго цилиндра будетъ внутри его пПостраена при ‚ 
верхность мене кривой поверхности цизиара: ии 
о. ра а ны ‘многоугольникц 
нованзи ‘его и`опичаемс т 
Е числа стороне, и если 7455 Е Е р 
прямыя параллельныя из бен `О00 (черт. — в 
основанная, в соединимз итз вертнйя нь я Е. 
Г. построимз двъ прямыя призмы, одну впис ве а аь 
4 другую описанную; Ш в6гда можно о быть сдълана 
что разность между ил орон мож " 
ментъе вслиой данной величины. 5 ИИ: их 
`Т. Что многогранники, ностроённые вышеноказан и 
ЕЕ а многогранники суть 
что ихъ грани суть параллелотраммы, то есть, со баи 
призмы, такъ очевидно, что въ этомъ весьма лег ыы и 
Только, что одна изъ этихь призмъ будетъ ЕЯ то а 
ная. Прамыя аа’ и проч. проведенныя ЕТИМ нА ее 
перпендикулярны къ плоскости абсаеГ, и о. Е 
И о НЕ рямая призма а)’ 
производящему прямоугольнику. Слфдовательно = вом, 
абар, имя свои ребра на поверхноети цилинира, р Е 
Чтобы избъжать неясности въ фитурЪ, а. а В 
только одна грань АВВ’А’ описанной призмы. о — а 
ВЪ этой грани чрезь точку касашя С проведемъ ир ею. 
ную оси 00’, то СС” будетъ находиться на р п амотГОЛЬНЫБ. 
тому что прямоутольникъ $ОО“г равенъ ри а. НИ 
И тагь грань АВВ’А’ будеть кеаться а нове ХноСтН цилинлрз. 
образемъ доказывазтгея, что прошя грави_ каеаютс > 


Ы зъ основанёй буквою 5, 
И. Означивъ поверхность описанной призиы а р т. 
периметръ основаийя чрезъ Г’, поверхность ии 1 и ие 
вай чрезъ $, периметрь ея основаня чрезъ Р, зо 
©} 
чрезъ Н, получимъ: 
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`З=Р”ХН 16 454) 
 ЗЕРХН. ($ 454) 
, 5—5=Р-РухНн. 
Но какъ Р-Р, то есть разность между периметрами описаннаго и ви 
‹аннаго многоугольниковъ, ` можеть быть сдфлана менфе всякой Данной 
величины; то изъ то. и слбдуеть, что разноеть между поверхностями 
описанной и внисанной призиъ можеть также быть сдфлана менфе всякой 
ты Ик посему, тфмъ болфе разность между поверхностью 
поверхн дой р 

всякой о а. в _ и - 
_ Изъ поелфднаго заключен. можно-бъ было вывести, что и д! 
. ее прамаго цитиндра можно также принять произведен 
| ружности ето основашя, на. высоту, не опасаясь едфлать ногрыг 
ности. Но чтобы совершенно въ томъ увфриться, можно употребить д 


кзательотьо, нодобное тому, какое было показано въ $ 277, при отьися 
ваи мфры для площади круга. 


_Предетавимъ ©6б%, что ооло даннето. прямаго цилиндра РОЕ® (чер. 
253) описана прямая призма: АВСОЕРСНЕКГМ. 0значимъ чрезъ с оБруё' 
те р ‚даннаго инлиндра, а чрезъ Н его выеоту, и пусть 1 
е Е _ о призыы—р. Сверхъ сего положимъ, что разность #25’ 
в ре стью призмы и поверхностью цилиндра-=0, а разность мезй 
=. в основан призмы и овружностью основана цилиндра = 

руноеть онисанной призмы-=Р, поверхность цилиндра—0С. И та 
2.=С--, 
но ($ 454) р о 
С1фд., ветавиеъ равная НЫЕ, выфето 


С-+-==е-+а) о Получимъ: 

гдЪ Сие>хН поетояк СНЬ-хН--ажн, 

247 о анны величины, а ри ЧН перемънныя; а 

и ера Иа быть равны, т.е. хривал поверхность прям! 
Такимъ же О оспованля, умноженной на вые0т! 

вЪ данномъ прямомъ ЧоЖНо доказать тоже самое предложение, вия 
2516 а и. призму (черт. 254). 

роща Нитра =. а казъ сравнивали боковыя поверхноей 

ноеть прямаго контеа _ =. "ризмы, можно еравнивать боковую 108’ 

изъ сего сраднены т оковою позерхноетью правильной пирамиде 1 

маго конуса. Докажемъ _ спобобъ опредфлять кривую поверхность 1 

С бе `будетв ри рва (черт. 225), что если вв основан то" 

описан подобный ино правильный хногоугольниие, в 07040 нее 

иноебусольнияе. ц чрез прямыл, соединяющия в. 


ИЛИ 
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шины ив узловь съ вершиною конуса будуть проведены плоскостм, 
то: 1. будуть построены, одна вписанная, а друая описанная пра- 
вильныя пирамиды; П. можно вписать и описать таковыя правил 
ния пирамиды, что разность между ихтз поверхностями будеть 
менье еслкой данной величины. 

1. Такъ какь основан! пирамиды Забсае! ееть правильный многоуголь- 
никъ, и прямая 50, высота прямаго конуса есть вмфетб и высота пира- 
миды, и проходить чрезь центръ основания 0, посему ($ 431) пир. бабее} 
должна быть правильная. При томъ, какъ ея ребра суть гипотенузы про- 
изводащаго треугольника ЗаО, то посему они будутъ находиться на по- 
верхности конуса; слд. пирамида ЗабсаеГ вписана въ ковус$. 

Пирамида ЗАВС будетъ также правильная, потому что ея основан 
есть правильный многоугольникь, и высота проходить чрезь пентръ 
основатя. Она будеть описанною, потому что апоеемы ея, или высоты 
ея треугольныхь граней, равняютея гилотенуз$ производящаго треуголь- 
ника, и слВд. находятся на поверхности конуса. 

П. Означивъ чрезь Ри Р’ боковыя поверхности онисанной и внисанной 
нирамидъ, а чрезъ р и р’ соотвЪтетвующе иериметры основаий, получимъ" 


ржа РЕ: 5 


> — 


елЪд. р-р 

Но изъ предъидущаго намь извфетно (3 242, что ©ъ увеличиваем 
числа сторонъ правильныхь многоугольниковъ онисанныхъ и виисаНнытЪ, 
разность между нхъ периметрами безирерывно уменьшается, и вЪ То %6 
самое время и разность между апоемами $5 и 397 также уменьшается; 
а изъ сего можно заключить, что и разность между боковыми поверхно- 
стями объихь пирамидъ, ‹Р — Г’), можеть быть едфлана менфе всякой 
Данной величины. 

517. Очевидно, зто съ увеличивашемъ сторонъ вписаннаго н оиисан- 
наго правильнаго многоутольников», боковая поверхность онисанной ии- 
рамиды уменьшаетея, а поверхность винсанной увеличивается, И Въ То 
же самое время, та и другая приближается къ кривой поверхности ко- 
нуеа. Въ самомъ дфлБ, периметръ виисаннаго многоугольника увеличи- 
вается безирерывно, и аповема 59, удаляясь отъ пернендикуляра 30, и 
приближаясь къ поверхности конуса, также увеличивается, & посему в 


р $: — й. 5 


< = 


а 
мфра боковой поверхности виисанной пирамиды. равняющдяся 9.5, 


таке увеличивается. Между тЬмЪ периметръ описаннаго многоугольника 


($ 242) безпрерывво уменьшается, & апоеема $ сохранаеть одну и ТУ 
50; 


же величину; носему поверхность описанной пирамидь. равна Ро 
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безирерывно уменьшается. Изъ этого яено слфдуеть, что во первыт 
кривая поверхность конуса заключается между боковыми поверхностями 
объихъ пирамидъ, и во вторыхъ, такъ какъ разноеть между поверхности. ‚ 
ми обфихъ пирамидъ можеть быть сдфдана менфе всякой данной вел 
чины, то разность между боковою поверхностью каждой пирамиды я 
ьривою поверхностью конуса можеть тЪмъ болфе быть сдфлана мен 
всякой данной величины, вакъ бы мала она ни была. 


518. Основываяеь на предъидущемъ предложен!и, не трудно доказать, 
что иривая повертность прямаго понуса ЗАО (черт, 255) равнлется 
окружности его основангл, умноженной на половинку стороны 5. 
Означимъ поверхность прямаго конуса (черт. 255) чрезъ К, окружал 
его основашя чрезъ с, а бокъ конуса чрезъ (, поверхноеть описаний 
правильной пирамиды чрезъ Р, а периметръ ея основан{я чрез у. (вер 
сего положимъ, что разность межлу поверхностью описанной пирамиды! 
поверхноетью даннаго конуса = 0); а разность между периметромъ = 
ваня пирамиды и окружностью основашя конуса, то 

Р=К--О 
и р==е-На. 
Изъ $ 452 сдЪдуетъ, что РЕрж эй 
вставивъ вмфето равныхъ величинъ равныя, получимъ: 
К-О-==(-а)-Н и 
НлИ ее 
4$ Кис. 1>/ ноетоянныя величины, а Ди 7 1.5/ перем нныя: 
сл6д. но $ 247 КЕ 
что и доказать надлежало. 

519. Зная способъ опредёлять кривую иоверхность прямаго кону 
трудно вычесть, чему равняется поверхность усфченнаго параллель 
основа ю прямаго конуса СОАВ (черт. 257). Для сего проведем 
плоскости ЗАВ, проходящей чрезъ ось 30 перпендикулярно къ бок! Е” 
нуса В прямую ВН, равную окружности ОВ, и соединивъ точку НО 
$ прямою НЗ, проведемъ РЕ параллельно ВН. Ло причин паралле1” 
ности прямыхъ ОР и ВН, иифемъ 

ВН : РЕ—В$ : 15 
но изъ подойя треугольниковъ ЗСО. ЗАВ 
АВ : СО—В5: 0$, 

ИЛИ Уумноживъ члены перваго отношеня на знаменателя отношеня мет 
окружностью и дзаметромъ л, получимт: 


(1); 


ел дуетъ: 


, ЛАВ : лСр— В: 1$ (2) 
Сравнивъ пропорщи (1) и (2), НАЗОДИМЪ. 410 
НВ : РЕ-ЛАВ : ЯСВ; 


но по условю, ВН—ЯлАВ: лёд. И БЕ лСр. и Е 


равна окружности СМЛ. 





Поверхность конуса АВ = окр. АБХ 9 ($ 518) 

, : _ БВ 

и площ, треуг. ЗВЯ--ВН 
| пов. кон. ЗАВ==треуг. ЗВН. (3) 
ед. | Г 
По $ 218 пов. кон. ЭС) ==0Ер. (д— 
р с: ЭВ 
и нхощ. треуг. ЗВЕОЕ А — 5} 


но окружн. СО, какь мы видфли, равна ОЕ; 

ел. пов. конуеа ЗСО-=треуг. ЗВЕ (4% 

Вычтя уравн. (4) изъ уравн. (3), получимъ: 

пет. кон. ЗАВ-—пов. кон. ЗСО==тр. ЗВН—тр. ОЕ 

или пов. усфчен. кон. СРАВ—тран. РЕНВ; 

но тралец. РЕНВ=(ВН--ЬЕ)> 1 ВР, 

еафд. и нов. уебч. кон. СРАВЫ(ВН-ОЕ. >В, | 
или, поставивъ выЪсто ВН и ПЕ равныя величины. получимъ: 
пов. усфчен. конуса СОВА—(окр. АВ-окр. СО)» АНИ 


то есть, ривая поверхность успченнаго прямаго и р о 
суммъ окружностей объить основанмй, умноженной ге 
520. Это выражене можеть быть упрощено, если ры =. в 
окоужностей обоихъ основан!й вотавимъ равную ей ее ый ре 
изъ средины бока усфченнаго конуса 1 проведемъ плоское й не и 
лельно основан, и прямую 1К параллельно ВЕ. аи и 
образомъ, какъ выше было доказано, что ОР=-окружн. С о 
1Кокр. МГ, но 1К= и 
к 269); сльд. и окружн. МГ з (окр. АВ-окр. СР. А и 
го слфдуетъ, что р р (Вр, 19 
т, ты кон. СРАВ-1з (окр. АБ- окр. и 
веть, боковая поверхность прямаго конусл, о в 
основаню, равна охружности параллеленао а, а 
равномъ разстоянйи отъ обоихз основа, умножени ни 
521. Зная способъ опредфлять боковыя поверхности неа шара. 
и конуса, цфлаго и усфченнаго, можно опредвлять нь ара. чак 
Но и эта поверхность тфла, нписанвато и описаннаго и р 
какъ для опредфлен!я боковой поверхности цилиндра Н о ЯЗм% и ПИ- 
10сь знать боковую поверхность внисанныхь И и р 
рамидъ. И такъ, сперва дотажемъ слфдующее предложение: 





Аа 


В 


. 


522. Роли (черт. 258) около полукруа аМЬ будеть онисань пу 
вильный мнозоугольнииь СЕЕСНШ четнаго числа споронз., и вл 
предположимь, что этоть полу многоугольнииь будеть випеть в 
полукругом» обрашаться около СЭ. то периметрь полумногоугож- 
ника опишете поверхность ттъла вращенля, равняющутся окру: 
ности большало пруга, умноженной на прямую СГ. 

Поверхноеть тфла вращен!я, происходящаго отъ обращения полумног 
угольника, около прямой СО, состоитъ изъ разныхъ частей, описанных 
его сторонами. Сторона СЕ опитетъ кривую поверхность прямаго кон’ 


са, стороны ЕЁ, ЕС, СН.... поверхности усфченныхь конусовъ, и наконет 9 


нослёдняя сторона П) поверхность цфлаго конуса. Сумма вебхъ этиг 
частныхь поверхностей составляеть поверхность всего тфла вращени. } 


Поверхность усфченнаго конуса, происходащаго отъ обращения сторон 
ЕЕ, (которую будемъ означать: пов. усЁч. кон. ЕП), равняется 2л МУХ 
ЕР ($ 520), такъ какъ ЕЁ касаетея окружности точкою М, находящеюу 
на ея срединф. Но выражене: 2л ММХЕЕ можеть быть превращен # 
другое, въ которомъ не содержится сомножителя (окр. ММ). изме 
щагося для каждато конуев. Для сето опустииъ перпендикуларъ ЕР ка. . 
и проведемъ раусъ МО. Изъ подобныхъ треуг. ЕЕР и ММО ($ 2# 
выводится, что 

ММ : ЕРМО : ЕЕ: | 
откуда М> ЕЕМОХЕР; | 
слфд. (А) пов. усфч. кон. ЕГ—=9лМОХЕР, 
или, ветавивъ выфето ЕГ равную ей КГ, ($ 100). 
нов. уб$ч. кон. ЕЕ МОХ КИ, ‘ 
то есть, кривая поверхность усЪченнаго конуса ЕЕ равняется окружает 
большаго круга, умноженной на высоту КТ. 

Подобное же выражене ВЫВОДИТеяЯ и д 
яыхъ конусовъ. (стается еще т 
и для поверхностей конусовъ 
сторонъ ЕС и П) даннаго нп 


ля поверхноети ирочихъ усё" 
лЛЬко раземотрфть, будеть ли оно сбщя\? 
‚ происходящихь отъ обрашеня край” 
равильнаго полумногоугольника. 


Поверхность конуса ЕС равняется ПЕК (5 519)--2л 


Изъ подобя же треугольниковъ ЕСК и ВО ($ 240). 
едфдуетъ, что ЕС : ВО—СК : В&. ` 
Откуда ЕСХи5—ВОх СК; 

СдЪд. пов. кон. ЕС--2лРОХ СК. 

то есть, кривая поверхность к 
большаго круга, умноженной на 


ХЕС-2л ВЕС (потому тоА —=В8). | 


| 
| 


онуса ЕС также равняется окружЕое” 
ВЫСОТ. 
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И такъ, мы вывели (полагая ращусъ даннаго, полуБрута—=/) 
нов. кон. ЕС=2л СК 
цов. усфч. кон. ЕРЕЗЛАХКЬ. 
нов. уеч. кон. Гл" .0 
слфд. пов. всего тфла вращеня=2л» (СКУК!.{ Г... 
==2лг. (О в 
то есть, поверхность всего ттъла вращентя, происходящило от обра- 
щеня полумногоуольника около прямои СЛ, называемой е10 бью. 
равна окружности большаго пруга шара, описываемало полукругом, 
умноженной на ось ОС. | 
523. Предетавимъ себф, что въ томЪ же полукруг вписанъ правяль- 
ный того же числа сторонъ полумногоугольникт, который пусть Также 
обращается вмфстБ съ полукругом» около даметра, то его полупериметрь 
также онпишетъ поверхность тфла вращен!я, соетоящаго изъ конусовъ и 
усбченныхь конусовъ. По сему, по предъидущему параграфу, поверхность 
его равняется окружности круга, коего радтусъ равенъ аповемЪ Ожиогот- 
гольника, умноженной на ось его, равняющуюся д1аметру даннаго не 
круга. Сравнимъ теперь поверхностн описаннаго и вписаннаго =. В 
тфль врашеня, и для краткоети означимъ новерхность описанпаго бук- 
вою 5’, вписаннаго буквою 5, а апооему презъ <. 


По $ 522 З=2л",”Об==2ли < 20б-а4ли И 
: эле 9 Али“. 
ой бя 4ль (06—в) 


Но изъ $ 174 извфетно, что съ увеличиванемъ чиста сторонт о 
нато правильнаго многоугольника, разность между радиусом Н Г 
уменьшается, такъ что (^—@) можеть быть сдфлана менфе всяко в 
ной величины. Но и разноеть между ОС и 7 можеть быть ни 
до безконечноетн; 3 изъ сего слфдуетъ. что и между ОСич р о 
быть сдфлана менфе всякой данной величины, а носему и ^--* №04 
быть менфе всякой данной величины. А вакъ поверхность т Заклю 
чаетея между 5—5, то тфмъ болфе разность между нею я ри — 
поверхностей тЪлъ вращен!я можеть быть сдфлана менфе всякой данпой 
величины, какъ бы мала она ни была. 


| дВлу, 
Изъ всего сказаннаго слфдуетъ, что поверхность шара есть а 
поверхности тфла врашеня, какъ описаннаго около. табЪ Я ВИЯСАНРАТА. 


524. Изъ предъидущато очевидно, что когда разностр между а 
ностью описаннаго тфла вращеня и поверхностью шара нА — 
данной величины. то выфств съ тЬмъ разность и между 0ью Со те 
метромъ 16 также менфе веякой данной величины. НзЪ сего %е = 
етъ. что для опредьлемя поверхности тара стоять только 05р7 р 
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большаго круга умножить на маметрь, такъ какъ окружность большаго 
круга есть общий факторъ для поверхностей везтъ описанныхъ тфлъ вра- 
шен1я; другой же факторъ, ось СП, также безпрерывно приближается къ 
дламетру аб, по мЪрЪ того, какъ разность между поверхностями уменьшается. 
Выведемъ, основываясь на ©1600 предфдовъ, выражене для позерх- 
ности шара. Означимъ поверхность тфла вращен!я, описаннаго 050ло ша- 
. ра чресъ 5, поверхность шкра чрезъ $5, даметрь шара чрезъ 4, & и 
тфча вращеня чрезь х. Изъ $ 522 елфдуетъ, что | 
у | 8$—2лг.х (№) 
Положимъ, что разность между поверхностью описаннаго тьда вращения 
и поверхностью шара=У, а разность между осью тфла вращеня и диа- 
метроиз=, то 





3—5, и 2—4=/ 
откуда $-5-НУ, а х=4-РУ. 
Поставивъ въ уравн. (№) равныя величины вмЁсто равных, получимУ: 
8--У=ли (4) 
или ыы 5--У==2лт.4--2лту 
ть зи 2л/. Я величины постоянныя, & У и 2л7у величияы перемфн- 
ныя; елд. (247) 5—2л/.4, 
т. е., поверхность шара равняется площади большаго е10 круз, у\ 
ноженной на бзаметрь. 
595. Сльдетве. Озналивъ радусъ шара буквою 7, то Даметръ его 
2, а окружность большаго круга—2л/`, слЪд. поверхность шара будеть— 
элг2р=4л/?.Но кавъ 7? означаеть площадь такого круга,коего рад1усъ— 
‚-, или въ этомъ случа, площадь большаго круга шара, то изъ того ислЪдуеть, 





что поверхность шара равна четыремз площадямь большагокру?я. © 


526. Поверхность сферическало сегмента равняется также 0=“ 
ружности большало круга, умноженной на высоту сегмента. 

Это предложен! доказывается совершенно такхямъ же образомъ вакъ И 
выражене, выведенное для опредфленя поверхности шара. Пусть 5 озна- 
чаетъ поверхность сферическаго сегмента, & 3 поверхность соотвЪтетву- 
ющей части тьла вращенйя, окодо шара описаннаго; пусть высота ©!” 
мента-—й, а соотвфтствующая часть оси тла вращеня— а; сверх сего 
пусть $—5—, и х—й=у. ° 

Изъ $ 522 слфдуетъ, что 


Вилл 
но $=5-+У, а я=й-+у 
СЪ. У =айл. (+) 
или ;У=2ли-2лг.у 
откуда, по $ 247, 9. 


что и доказать слфдова-о. 
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527. Ччобы опредфлить (черт. 261) часть поверхности шара СМЕЕ, 
содержащуюся между двумя параллельными кругами СММ и Е\Е, и на- 
зываемую щаровымь поясом5, слфдуетъ изь поверхноети большато ефе- 
рическаго сегмента ЕСНЕ вычееть поверхность меньшаго сферическаго 
сетмента САН. 

пов. сфер. сегм, ЕбАНЕ==0кр. АСЖАГ ($ 526) 
пор. сфер. сегм. @САНЕОЕр. АСХ АК. 
Н такъ пов. шаров. пояса=окр, АСХ(АГ-АК) 
—окр. АСЖКЫ 

есть, поверхность шароваго полез равна опружнити большаго 

круга, умноженной на его высоту. 


т. 0бь измёрени объемовъ твлъ вращенйя. 


598. Чтобъ опредфлить объемъ инлиндра, докажемъ сиервь что №43 
ность между обемами вписанной в: цилиндр призмы и описанной 


можно сдълать менте всякой данной величины. 
Представимъ себ въ основав и цилиндра виисанный правильный мно- 


гоутольниЕъ Н описанный около него, и построимъ призмы, которыя им%- 
ли бы эти многоугольники своймн основашями, а высотою высоту ин- 
инлра. Тогда будемъ иъзфть (каБъ мы видЪли ВЪ $514) одну вииеанную, 
& другую опиеанную призму. Означимъ объемъ первой чрезъ У, а второй 
чрезъь У’; площадь основания первой чрезъ А, а второй чрезъ Аа 0. 
шую ихъ высоту чрезъ Н. Вь такомъ случаЪ получимт: 

\—АЖН 5 409) 

\ —=АХН 
елЪд. = ==(А'—А)Н. 


_.Но разность межлу Аи А можно сдфлать менфе всякой данной вели- 


чины, посему и У’ У можетъ быть сдфлана монфе всякой в"личины. А 
хакъ объемъ нилиндра заключается между объемами объихъ призмъ, то 
тфмъ болфе разность между объемомь цилиндиа и объемохъ каждой 
призмы будетъ менфе всякой данной величины. 

529. Изъ поелфдняго зактюченя можно вывести, что пилнндръ можно 
принять за призму, въ которой основане есть правильный многоуголР- 
никь о безчнеленномъ множеств сторонт, и который въ то самое время, 
когда призма превратилась бы въ пилиндръ, слфлалея бы кругомъ. Изъ 
этого же можно ЗАБЛЮЧИТЬ, ЧТО ТАБ н обемь цилинйра равняется 
основаню, умноженному на высот/. 

Чтобъ въ этомъ совершенно убъдиться, можно доказать, какЪ показано 
вЪ $ 515 для поверхности цилиндра, что площадь основанйя, умножениая 


_ на высоту, должна быть м5рою объема ЦИН. 


530. Подобнымъ образомъ выводится, что 0бземь конуса равкяется 
его бенованю, умноженному на треть высоты. 
Гесм. Буссе. 12 


ЕЕ 


Для сего сперва доказываютъ, что разноеть между объемомъ конуса и 
объемомъ вписанной пли описаняой пирамиды можеть быть сдфлана ме- 
нфе всякой данной величины, совершенно такимъ же способомъ, какъ 
это было въ $ 528 доказано для цилиндра. Стоить только принять, что 
въ выведенныхь уравнешяхъ Н означаеть не цфлую высоту, а треть. 
Увфрившись, что разноеть между объемомъ конуса и объемомъ описанной 
и вписанной пирамиды можетъ быть сдфлана менфе всякой данной вели- 
чины, доказывають какъ во многихъ предшествовавших подобныхъ прел- 
ложешяхь, что основаше конуса, умноженное на треть высоты, должно 
быть мфрою его объема. 

531. Чтобы опредфлить объемъ конуса, усфченнаго параллельно оено- 
ваню, должно, поступая по аналоги, сравнять его съ объемомъ пирами- 
ды, усфченной также параллельно основан!ю. 

Пусть (черт. 262) пирамида ТЕОН имфетъ съ данныиъ конусомъ ЗАВ 
одну высоту и равномфрное основаше. Представимъ себф, что основавя 
обфихъ тфлъ находятся на одной плоскости, тогда вершины изъ ЗиТ 
будуть въ равномъ разстояни отъ плоскости ихъ основан!й, и плоскость 
верхняго основаня усфченнато конуса, будучи продолжена, перес5четь 
пирамиду; пусть ТКТ, будетъ это сБчене. Докажемъ теперь, что это ©$- 
чен1е ТКГ будеть равномфрно кругу ЕРЬ; если, какъ мы положили, о6но- 
вая РОН и кругъ ВА равномфрны. 

Круг. АВ : кр. ЕГ—ОА? : С0—А52. БЕ 
тр. ЕОН : тр. КТ=ОЕ? ; ТКТ. Пе 


АЗ: 09—12 ; 


едЪд. круг. АВ : кр. ЕБ=тр. ЕОН, тр. 15, 
но, о условю, кр. АВ-тр. КОН, 

СЛВД. Н кр. ЕО-тр. ГКГ. 

Объемомъ прям. конуса ЗВА-кр. АВ к. ($ 530) 

а объемомъ пирам. ТЕОНтр. вон“ 


Изъ двухъ этихъ уравнеши слфдуеть что коНУСЪ ЭВА равномфренъ ст 
нирамидою ТЕОН. Такимъ же образомъ можно Убфдиться, что и воНусЪ 
ЗЕП равномфренъ съ пирамидою ТТКГ, потому что ииъютъ одну высоту 
и равномфрныя основаня, кругъ ЕП и треуг. ТКТ, И такъ отвявъ оть 
равныхъ величинъ равныя холучимъ: 
кон. ЗАВ кон. ЗЕР= пир. ТЕОН—ипар. ТТК, 

ИЛИ усфч. кон. ЕРАВ=усфч. нир. КГЕОН. 

Но усфченная инирамида ТКСЕОН (5 476) равн 
ЮщимЪ высотою <воею высоту усфченной пира 
вая— нижнее основане усфченной пирамиды, в 


а тремъ пирамидамъ, им$- 
миды, и основан1ями: пер- 
Торая— верхнее, а третья— 
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среднее пропорщальное между верхнимъ и нижнимъ; и какЪ конусы рап- 
номфрны съ пирамидами, им$ющими ту же высоту и равномфрныя осно- 
зан, то и обеемь Усъченнаго понуса равняется тремзь конусамз, 
имъющимь одну высоту сз усъченнымь конусоме, основане же пер- 
ваго равняется нижнему основаю усъченнаго конуса, овноване вто- 
рало—вертнему, а третъяго есть средняя пропоршональная величина 
между нижнимз и верхним основанлми. 

Означимъ радусъ нижняго основашя чрезъ В, а верхняго чрезъ 7; пл0- 
щадь нижняго основашя будетъь лВ? ($ 278), а верхняго=лу?: слд., если 
высоту усфченнато конуса означимт чрезъ Л, то объемъ перваго конуел 


й 
выразитея чрезъ п, а втораго чрезъ п". Чтобы выпести выра- 


жене для третьяго конуса, слфдуетъ сперва вывести выражене для его 

основан я. Означимъ его трезъ х. Такъ какъ оно должно быть среднею 

пропорщональною величипою между плошадями нижняго и верхняго осно- 

вашй, то сеть между лВ? и л/?, то изъ того слфдуетъ пропорция: 
Л м гл 

откуда пЗ— 2827? 

елъд. т—лВи 


й 
и посему объемъ третьяго конуса выразится чрезъ ЛВ А изъ сего 


слфдуетъ, что 


й 7 7 
объ. усфл. кон. ЕРАВ=лВ? 8 +л7? . лв?" 


= ив"-яв4-лу*) 


532. Чтобы вывести выражене лля объема шара должно поступить 
такъ, какъ было показано для поверхности шара, то есть, должно найти, 
чему равняется объемъ тла врашенйя, описаннаго около мара, или впи- 
‹аннаго въ немъ, которое имфло бы еще то свойство, чтобы разность 
между его объемомъ и объемомъ тара можно было сдфлать менфе всякой 
данной величины. Н такъ должно сперва доказать слфдуюшщее предложен: 

533. Если (черт. 263) около полукруза аМТЬ будеть описан» пра- 
вильный полумногоугольниюь АВПЕЕ...., и этотз полумногоугольнии» 
будетг обращаться около АН. то Г. произоййеть тъло вращенля, 


#0ег0 объем» равняется ез0 повертиости, умноженной на : радгуса. 
и П. если число сторон» полумнолоугольника будет» увеличиватеся. 
то разность между обземами тъла врашентя и шара будеть умен+- 
жаться, и можеть быть сдълана менте вслкой данной величин. 
1. Соединивъ центръ С съ вершинами производяшаго полумногоуголь- 
Ника, разсмотримъ сперва. чему равняется объемъ тьла прашеня. про- 
ясходящаго отъ обращеня треуг. АВС. Проведя ВТ перпендикулярно къ 


1 
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АС, разд$лимъ производаний треуг. АВС на два прямоуг. треугольнии 
АВЕ и СВЕ оба опишуть прямые конусы АВГ и СВТ, имфюше общим 
основашемъ кругь ВГ; слфд. отъ обращеня треуг. АВС произойдет: 
двойной Бонусъ, коего объемъ равняется суммЪ объемовъ АВТ и СВ. № 


06. кон, АВЕЕЕруг. ВЕХЗАТ (5 530) 
5, 06. кон. СВЕЕЕруг. ВХ СТ, 
сл. — 06, дв. кон. АВО-Екруг. ВЕХ-(АТ-- 1) 


РлН 06. дв. кон. АВСкруг. ВХ АС. (1) 
Чтобъ вмфето круга ВТ получить другой факторъ, который имфлъ 
нфчто общее для всфхъ чаетныхь тёлъ вращеня, сравнимъ площа» 
круга ВР съ поверхноетью, которая образуется производящей линею АВ. 
то есть съ поверхностью конуса АВ. 

Плош. круг. ВЕ=окр. ВТХ 1 В1 
а пов. кон. АВ—окр. ВГХ Из АВ: 
елфд, пл. кр. ВГ: пов. кон. АВЫоЕр. ВГХ > АТ : окр. ВГХ УзАВ, @- 
кративъ члены 2-го отношеня на '/з окр. БТ, получимъ: 

пл. кр. ВГ: нов. кон. АВВ : АВ; 


но изъ подойя прямоуг. треуг. АВТ и АМС (пот 
" ому что хь пре 
мыхь угловъ имфютъ общйй угодъ А), ( у они сверхъ пр 


слфдуеть: ВТ: АВЕМС : АС 
иосему ил. кр. ВЕ: пов. коп. АВЕМС : АС 
откуда пл. кр. ВГХ АС—пов. кон. АВХМС. 


И такъ, вотавивъ въ уравн. (1) равныя величины вмЪето равныхъ получим? 
06. дв. кон. АБС-Нов. кон. АВХ 13МС 
то есть, объемъ частнаго тфла вращеня АВС равняется пове хности вр 
щения производящей прямой АВ, умноженной на 1/5 р и р 
лукруга, или, что все равно, Уз рад!уса шара. 
Такимъ же образомъ выведемъ, что 
06. дв, кон. МОС==иов, коп. МОХ 1; бр 
06. дв. кон. ХВС—пов. кон. №0 Хх у СР. 
с1$д. вычтя второе уравневе изъ перваго, получимт: ’ 
0б. тёл. вращ. ВОС==нов. произв, прям. ВХ 13 СР 
то есть, объемъ тБла вращешя ВОС также равняетея п а. из 
водящей прямой ВО, умноженной на 1 рад1уса шара пы 
се , 


радлуеъ полукруга, или радлуеъ шара, чрезу В ПДучимъ: 
0б. тбл. враш. АВС—=пов. произв. п 
— — о Вс. — 
о ПЕС.  — 


рям. АВХ 3 Е 
— ВВ 
— ОЕХВ 
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А изъ сего слЪдуетъ, обземз тъла врашеная равняется суммтъ ио- 
верхностей встъхъ производяшихь прямыт (АВ-ВО--ПЕ....) или ип- 
лой поверхности тъла вращенля, умноженной ка 'з радлуса. 

П. Предетавимъ себф, что въ полукруг аМРЬ вписанъ правильный 
полумнотоугольникъ, который также обращается около своей оси. Онисан- 
ное имъ тБло вращеня будеть ($ 533. 1.) равняться своей поверхности, 
умноженной на аповемы. А какъ разность между поверхностями описан- 
наго около тара тфла вращения и вписаннаго въ немъ можеть быть сдЪ- 
лана менфе всякой данной велачины ($ 323), точно такъ вакъ и разность 
между радусомъ круга и ановемою вписаннаго правильнаго мкогоуголь- 
ника можеть быть сдфлана менфе всякой данной величины, и притомъ 
объемъ шара заключается между объемами обоихъ тЪль вращения, то и 
очевидно, что разность между объемомъ шара и объемомъ каЖДаго изъ 
тфлъ вращеня тьмъ боле можеть быть сдфлана менфе всякой данной 
зеличины. 

534. Основываясь на послФднемъ заключени можно шаръ принять за 
такое тфяо вращенйя, коего певерхность сливается съ поверхностью ша- 
ра, а ось совмъщается съ даметромъ; а изъ сего бы слёдовало: что 007- 
емз шара равняется его поверхности, умноженной на 3 радуса. 

Пусть объемъ твла вращен!я, оцисаннаго окодо шара==У”, поверхность 
ем—=5’, объемъ шара—\, а его поверхность=5; сверхъ сего пусть Уу— 
У—=У, а 9 —5=9. Нзъ $ 533 сафдуетъ, что 


р, 
а КакЪ УУ-У, а б=-,. 
чо У +У=е-+иХ 6, 

или № У У Ик+ух и, 


откуда, по $ 247, У —5 1 т, что н довазать надлежало. 


535. Чтобы опредълить объемъ сфернческаго сектора, пронеходящато 
отъ обращеня круг. сектора, ЕЕС (черт. 260) около радуеа ЕС. должно 
его сравнить съ объемомъ части тЪла вращения, происходящей отъ обра- 
меня части полумногоугольника ЕВЗТЕ, и мы УСБдимся. ДЪлая 19д0б- 
ныя соображеня, кая дфлали при опредфленн объема иълаго шара, 
ТО И Обземь сферическаго сектора равняется его повертностн. умно- 
женной наз рабуеа. 

530. Такъ какъ объемъ сфернческато сектора (лерт. 200) ЕЕСб сютоитъ 
изъ еферическаго сегмента ЕЁ@ и конуса СРО, то для опредвленя объ- 
ема сферическаго сегмента ЕЁС: слЪдуетъ изъ объема сферическаго сектора 
вычесть сбъемъ конуеа СЕ@, имфющаго общее основан!е съ сегментомъ и 
вершину въ центр. 


537. Означимъ радусь пара чрезь ^. то поверхность его ГУДЕТЬ пы. 
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ражена ыы 4л7? ($ 525); а объемъ шара=4л7? Х Уз г=йлме 
Я а И 
Е О (ибо 2”—щам. О, а 83—08. 





ТУ. 0бъ отношени поверхностей и объемовъ тёль вращения. 
538. Такъ кавъ поверхность прямаго цилиндра равняется окружности 
основашя, умноженной на выеоту, то изъ тото и слфдуетъ, что поверх 


М Двухъ прЯмыхь цилиндровъ огносятея какъ произведен!я окрузное 
тей ихъ осНоваюй на высоты. 


По той же причинв объемы двухъ цилиндровъ относятея между собою 


ТАБЪ вакъ произведемя площадей ихъ основав Й на ихъ высоты. 

539. Такимъ же образомъ выводится, что поверхноети двухь прямых 
конусовъ относятся между собою такъ какъ произведен!я изъ окружностей 
а — ое а объемы ихъ какъ произведен1я изъ илошалей 

540. Изслвдуемъ теперь отношеше поверхностей и объемовъ яодобныт 
тфть вращешя. Подобными тлами вращения называются тая, которь 
происходят оть подобныхь производящихь фигуръ. И такь одобны 
прямые цилиндры суть тБ (черт. 264), которые происходять оть обр: 
щен!я подобныхь прямоугольниковь АВСО, абсд: & изъ сего слёдуеть 
что вЪ подобныхь цилиндрахъ выеоты ВС и т должны быть промо 
цюнальны радлуеамъ основавй ОС и 4 или даметрамь ОЕ, 4. По 
добные прямые хонусы (черт. 265) ипроисходять отъ обращены нодое 
ныхь прямоугольныхь треугольниковь АВС и абс; и посему вЪ ИУ 
стороны АВ, аб, высоты АС и ас, и радусы основнЕЙ ВС и бир" 
порщональны. 

И. ия ке круги и полукруги суть подобныя фигуры, 10 № 

ю и слфдуетъ, что веф шары суть подобныя тЪла вращен!я 

541. Озвачивъ поверхности подобных цилиндровъ (черт 61) чрез 
5, $, а объемы чрезъ У, т, получимъ по $ 538. ы 

8:5 =2л0СЖ ВС : 2ласх6с 
или сокративъ члены 2-го отношения на 2л 
№: $: 5 ООЖВС : аж (1); 
но, изъ $ 540 е1бдуеть: 0С : 46-=ВС : 
умноживъ предъидуше члены на ВС, а посл5дующее на бе, будемъ нифт» 
ЬСЖВС : 4еж%=ВС? ; в (2) 
Н такь изъ пропорщй (1) и (2) _сл8дуетъ, что 
$: 5— ВС? ; 6? 
то есть, поверхности подобныть цилиндр 
зпахь каз ивадраты сходственныть Линая. 


542. Изъ $ 535 извЪетно, что У : т—лоСЪх ВС `лахь 
о 2 ‚ ее 7 
ИЛИ \ . — ОСЖВС ы 46° вс (3) 








0вз относятся между ссбо 
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но, 10 $ 540, РС: 4 = ВС : №, 

ст. 06+ : = ВС? : 25 

умноживъ иредъидуще члены на ВС, а ноелдующе на 0, будемъ имФть: 
102хВС : 2 ве==В0? : 06% (4) 

или У: 5— ВС: 0% 

то есть: обвемы двухь подобныхь цилиндров относятся между с000ю 

кап нубы стодетвенныхь линий. 

543. Подобнымъ образомъ можно вывести отношевшя между поверхнос- 
тями и объемами двухъ подобныхь конусовъ АВО и ара (черт. 265). 
значивъ ихъ поверхность чрезъ 5, 5, а объемы чрезъ \, ®, нолучимъ: 

$ : ;=2лВСЖХАВ : 2ле жаб ($ 539) . 
наи $: 5—= ВСХАВ: хаб (1 р | 
но ($ 540) ВС: = АВ : 46, . 
умноживъ предъидуще члены на АВ, а ноелфдующе на й, получим: 

ВСЖАВ : еЖаб=АВ? : аб? (2) ) 

И такъ изъ пронорщй (1) и (2) сл$дуетъ, что 

$: 5==АВ? ; @6? 
то есть, поверхности подобныхе конусовь относятен между собою 
хакь квадраты сходственныть линйй. 

544. Такимъ же образомъ можно доказать, что обземы подобныхе ио- 
нусовз относятся межд! собою хак кубы стодственныхь лиш. 

545. Сравнимъ теперь поверхности и объемы двухъ шаровъ. Означимъ 
поверхности ихъ трезъ Зи 5; объемы чрезъ У, г; рамусы чрезъ В, хз а 
даметры чрезъ Ри 4. 

Изъ 5 525 намЪъ извфетно, что 

5=4лВ?а 5==4л/?” 
сад, $: 5—4лВ? : 4л/7? 
или ее 
то есть, поверхности двух шарове относятся хам квадраты радлу- 
065 или дзаметровз. 
Въ $ 537 выведено, что 
\- лол, 
еАЪд. У офи зл В? : 1'3лиЗ; 
сокративъ члены 2-го отношеня на 3; л, получимъ: 
У: В : 703 : 4 
то есть, обземы двуть шаровх относятся между собою кахз пубы ра- 
дусовз или баметроез. 

546. Сравннмъ еще поверхность ни объемъ шара съ поверхностью и 
объемомъ описаннаго цилиндра. Подъ описанным цилиндромъ разум фюЮтЪ 
такой цилинлръ, коего выпуклая поверхность и плошали оббихъ оснований 





Ё 
1 





тетн; елд. ($ 293). 
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касаются поверхности шара. Такъ какЪ таковой цилиндръ имфетъ вы 
равную д!аметру основаня, то онъ называется равностороннимь ы 
— поверхность шара буквою 5, ВЫПуЕл : 
=. — поверхость чрезь 5°; объемъ шара чрезь У, объемъ цилиндра 
т ‚ рад1усъ шара или радует основаншя цилиндра чрезъ В, получим: 
. 3—4лВ? (6 525), 

а 5—2 х2В—4л В? (8 515), 


то есть, поверхность шара у 
@ равняется выпуклой поверхи г 
назо цилиндра. | о 


Чтобы опредфлить всю поверхность цилиндра, которую означимъ чрезъ 


$” з ы 
т — БЪ боковой поверхностя прибавить площади обоихъ основав. 
ие м и (черт. 266) СВР==л?, елёд. сумма обоихъ оснований 
—2лЁ?. Посему вся: поверхность описаннаго цилиндра, или 
7 З =5' 278 —4л В? 2—6 лв. 
ИЗЪ сего слфдуетъ, что 
8”: 9= 2: 2 
ИЛИ 8”: =. = 
то есть, вся поверхность описаннаг 
м шара, тать какъ 3:9. 
1. У—*/лВз ($ 537) 
У—лВЖ2В—=9лВз (6 523 
у т 5 9) 
сад. У: у =А/злВ?: глВ?—14/3 : 2—1: 6 
ТО есть 0бземз шара относится и , 
ао: 3. 


0 цилиндра относится кз поверт- 


0бзему описаннаго цилиндра тоже 


Глава Ту. 


ЗАДАЧИ, ОТНОСЯЩТЯСЯ К 
ЯСЯ КЪ ПРЕДЪИДУЩИМТ ГЛ Е 
РЕОМЕТРИИ. е-- 


547. Опред 
д и и поверхность правильной четырехеторон- 
у . 
а < анал равна 2 саж. а ребро 8 АМ 
$ 459 изв ‚а ребро 8 сажен 
Ъетно, что боковая поверхность и пирамиды 


равна периме ; 
а. о и. Учноженному на ноловину зповемы Периметръ 
равняетея 2 сах 
опредфлить аповемх 4-8 саж Ш так остается 
У. Аповема раздфляеть сторону основанйя пополамъ. и 


образуеть пр 

Ррямоугольные треуг ы 
у УГОЛЬНИКИ МИД 
т ты КИ, ВЪ которыхъ ребра пирами 


1: 
аповема и объ половины стороны суть &а- 


ановема— Иу— 1 1Ий- 
ема— ХУ —12=И 87.94. саж. 


вк —аээзаоиао 


ую поверхность цилиндра чрезъ , 
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Нтакъ боковая поверхность пирамиды будетъ 


— Вов яж В... квадр. саж. , 


548. Опредълить вмъстимость колодца, коего глубина —10 фут, 
а длина и шьрина по б футов. 

Выфстимость эта равняется объему прамаго параллелепипеда, имфющаго 
показанныя измфрен1я: слфд. вмфетимость колодиа будетъ ($ 465)=6 $. 
Ж6 ф.Ж10 $. —=360 куб. фут. 

549. Опредълить обземз какого нибудь неправильнаго иноюуголь- 
ника или неяравильнаю ттъла (приблизительно). 

Еели данное тёло не раеспускается въ водЪ, то его кладутъ въ пустой 
прямоугольный паралдедетипедь, коего всф три измфреня извЪфетны, и 
дополняют оный водою до извфетной высоты. Потомъ вынимають изиф- 
ряемос тёло съ осторожностью, чтобы вода не вылглась. Умноживъ пло- 
щадь основаня на чиело, показывающее на сколько единицъ линейной 
мЪры уменьшилось высоты, найдемъ объемъ даннаго тфла. 

Объяснимъ примфромъ. Пусть сторона основашя == 5 дюйм., п высота, 
до которой наливаютъ воду пусть будеть =8 дюймовъ. И такъ объемъ 
даннаго тЪла вифсть съ объемомъ налитой воды= д.Ж5. д.Ж8 д.= 
200 кубич, дюймамъ. Пусть когда тфло было вынуто, то высота умень- 
тилась до 5\/» дюйм., то = 

объемъ оставш. воды=5 д.Ж5 д.Ж5 Из д.=147'° 6Уб. Д. 
слБд. объемъ измфр. тьла=200 куб. д. — 1372 &уб. д. ==62'/. Куб. д. 
Это самое число получится, вели площадь основашя (=5 д. 5 Д.=05 
кв. Д.) умножить на 21», то есть, на число дюймовъ, на готорое высота 
уменьшилась. 

Очевидно, что такое опредфлеше объема не имЪеть совершеннон точ- 
ности, и можеть быть допущено только въ тьхъ случаяхь, гдЪ доволь- 
ствуются приблизительнымъ вычисленемъ. Если данное тъло распускает- 
ся въ ВОДЪ, ТО въ такомъ случаф вода замфняется мелкимъ пескомъ, или 
тому подобнымъ тЪдомъ. | 

550. Найти высоту прямаго устъченнао параллельно основи 
хонуса ЕЛАВ (черт. 262), коего сторона БА—5”. раму нижняо 
основамя ОА”, верхияго СР”. 

Проведя ПТ параллельно ЗО составимъ прамоугольнын треугольникъ 
ЛАТ, въ воторомъ гипотенуза ›А==5,, а ваТетъь А1—= 

А0—16—=7"—4" =": 
ед. О--ИЛА—АВ-И25—9-=И 
посему 01—41”. 

551. Найти поверхность ч сбземз земнйо 'чпра 

за совершенную сферу. 


принимая его 








— 156 — 


1. Намъ извфетно, что окружноеть экватора раздфляется на 360 тра- 
дусовъ, и въ каждомъ градуев 15 географ. миль; слфд окружность эква- 
тора равна 15 мил. Ж360=5400 географическимъ милямъ. А изь этого 
слФдуетъ, что радуеъ земнаго шара 
_ 5400 5400.113 540.118 
5 70 Л И Нему поверхность земнаго шара 

113 т. 





=, 355 [540.113\ 
(5 928—415. [ея ) . Нроизведя показанныя дъйетвя, найдемъ, что 


* 95 
нов. земнаго шара=9,281.915=7 геогр. кв. миль. 


П. Изъ $ 534 извбетно, что объемъ всякаго шара равняется его поверу- 
ности, умноженной на '/з радтуса;. 





слЪд. объемъ земнаго шара-=9.281.91535 540.118 
71.3 - 


. =265907269 15" куб. геогр. миль. 
в р рабусв шара, ‘коего повертность равна 100 тв. 
и И изъ $ 525 слфдуеть, что поверхность 
и. * 80, по условю задачи, она равна 100 квадр. 
412—100. 
47 2==100 


„_ 175 
9—9 =7,95454.... 


а 2—2,82(.... лин. ДЮЙМ. 

553. 4 

. . айти поверхноств усъченнаго параллельно основаню пря- 
2 хонуса, жоего сторона СЕ-ЕЁ, (черт. 244), радзусь верхняго осно- 

вамя—т, нижняго—В. , 


Для краткоети означимъ сторону цБаляго конуса 


рону отефченнато конуса АЕ чрезъ 5 АС чрезъ 5’, а с 
) 


(10 $ 518) нов. цфл. кон. АСО—лВ —. 
"2 

ПОВ. Отеч. кон. АЕб—2лу._5_ 

са$д. 


ПОВ. УСФч. к —=: $ 
у кон. ЕООСлВ. эль. 





а 


Введемъ въ послднее выражене сторону усфченнаго конуса; для сего 
составимъ пропорцю, ироистекающую изъ подойя треуг. АСВ и АЕЕ 


он 
: ‚ 9—5 К.В 
ОТБуда Я : ВИ: В, носему 5 = => 
И у: И а | 9—5 А 
тавже У: 5; 7, Нобему о а: 


Ветавинъ въ уравн. (1) равныя величины вмфето равныхъ, нолучимъ: 
: : бо (Пер —72й) — Элй (В) 
поверх. усфч. конус» ЕЧОС=2л и) элХ. И 





ааа олв-2ль) 
но 2лВ означаегь окружность нижняго, & 2л” окружность верхняго осно- 
ваня; слфд. поверхноеть уеъченнаго прямаго конуса равняется сумм$ 
окружностей обфихъ основан Й, умноженной на половину сторонн. Выра- 
жеше это совершенно сходно съ тфыъ, которое было выведено въ па 
раграфЪ 519. | 

554. Опредълить обземь устъченнаго прямаго конуса ЕСС (черт. 244). 

Означимъ для краткости и удобности СВ чрезь В,ЕЁ чрезь ›’, высоту 
АВ чрезь Н, АЕ буквою , & ЕВ равную Н—й буккою й. 


Но: 
0бъемъ цфл. кон. АСОИ? , (5 530), 


‹ „й 
0б. отефч. кон. АЕ@=л/” 8 


’ 


Н .й 
сАЪд. 0б. уч. кон. ЕСОб—л8* =”, (1) 
Чтобъ ввести въ поелфднее выражен е высоту усфченнаго конуса, во- 
тавииъ изъ подобныхь треугольниковь АВС и АЕЁ проиоршю: 
РЕН, 


} В(Н-И) В. 1 

отвуда В": В=НЬ-Й : Н, носему Ниро, 
‚(НМ Г.А 

и В": ’—НЬ-—Й :Й,, ноеему А= о 


ел%д. вотавивъ въ уравн. (1) равныя величины выЪсто равныхь, получимъ: 
лЕ2й лтзй _ ЛА." —Г) 
объемъ уеЪчЧ. кон. Ев вы ЗВ 
раздфливъ ВЗ—73 на Н—х, будемъ имЪть: 


Л эт ” 
объемъ усЪч. кон. ЕбОС= зле Вх-+ 7") 
ых - (лВ?-лВу-л/?), 


Выражене это совершенно сходно съ тЪмъ, которое было выведено въ $531. 
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555. Найти выражене для обзема: 
мета АЕКС, коего высота АК-Ь 
Чтобы найти объемъ с 
<ферич. сектора АЕСС вы 


(черт. 248) сферическаго сег- 
- а радуев=В. - 
ерич. сегмента АРКС, должно из 

35 объе 
честь объемъ конуса СЕКС. —: 


а 
(И ВА 2) (ВЛ) 
л 
== (287% - В — 2072-19) 
л 
== 3 (28? —3812-- 13) 


== лВ?А— ле +» 


{2) 
<ЛЪд. об. сегмента АЕКа—?/злВ? — ри —лве 7 = 
3”) 
НЕВлВаВ - лвла 7 
3 
лвл п 
3 
т — р \ 


%0 веть обземг сфер 
ическаго сегмент 
а разном 
щему радаусомь основанля высоту и 
’ 


> @ 6% ) 
Уменьшенный одною третью высоты сег г о в 


556. Най НИ 
го Е ее Олл обвема шаровало пояса СНЕЕ (ч. 261) 
0бъемъ шароваго РИ НВ мизеняНо основам яз, вертияю-=. 
согментовь ДЕЕ и АСН, Ущо, и РаЗНОСтН объему сферических» 
то воть, пусть АТМ АК очен продъядущагю 
— \=Й, нелучимт, параграфа, 


0б. сферич. сегм. АЕЕ—лр’ * п 
ЕЕ-=лА «и, ($ 555). 
06. сферич сегм. АСН==лАв—^ 
3] 
елЪд. 05. шар. нояса СНЕЕЛР" й 
оса С йо : р 
- (в ; ти) | 
—лд”? А о : 2 | 
т и 
: ЛАЙ — 1) лид 
Такъ БаКЪ вЪ обоихЪъ членахт й—7, или Н — общий 
ноставивъ лН за скобки, получимт: ЧИ множитель, то 


— 18) —- 


0б. шар. пояеа бНЕЕ-=яН[В( +) — (+) | ро 
извфетно, что 





иЗЗВИ №? 
а вА—й 

сл. И №), 

откуда НИ © 


Вставивъ въ урав. (1) вайденное выражеше, получимъ: 
АН АЕ 











06. шар. пояса СНВ 2 5 5 
—яНи’?-7? Ай? 
и 
—=лН/"?-у?  (И— 
ИЕ 
"2т, Н? 
ав" "+ 
дли? ' НЗ 
ао 


то есть, обземз шароваго пояса равномтъренз цилиндру, коего основа- 
не ревняется полусуммтъ основан пояса, а высота высотт пояси. 
сложенному 65 обземомз шара, хоего баметрь равилется высотть 
пояса ($ 537). 

557. Найти отношене поверхности тара из цълой повертности 
описаннаго цилиндра в из цълой поверхности описаннаго равно- 
сторонняго конуса. 

Означивъ рамусъ шара буквою К, получимъ для поверхности шара 3 
лВ?, а для ифлой поверхности цилиндра вл В?. 

Такъ кавъ около шара описанный конусъ полагается равносторонннут, 
то есть, сторона его равняется даметру основания, то изъ того слфдуетъ, 
что плоскость сфченя, проходящая чрезъ ось конуса, есть равносторон- 
ний треугольник, описанный около большаго круга шара. Изъ $ 325 ни 
326 извЪетно, что сторона равносторонняго треугольника, описаннаго около 
круга, коего радусъ-==В, равняется 2ВУ3; слфд. сторона конуса и ди- 
метръ его пеновав1я—2ВИЗ3. Посему боковая поверхность конуса (5 518) 
—л2вуИзхв Узл—68?; а площадь основаня конуса-=л(ВИ 3} * (5 
278) | ЗлВ?. Н такъ вся поверхность описаннаго конуса=9лВ? А изъ 
‹его слёдуетъ, что поверхность шара относится #0 всей повертности 
описаннаго цилиндра и ра’ностороннято конуса та” зам? 

4лВ? : 6лВ? : 9лВ=4: 6:9 

Тавъ кавъ 6 сеть среднее пропорщюнальное число между 4 и 9, ТО ИЗЪ 

тото и слфдуетъ, что вся поверхность описаннаго цилиндра ест’, сред- 
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няя зеометрическая величина между поверхностью шара м всею по- 
зертностью описаннаго равносторонияго конуса. 

- 558. Найтп отношенле 0бзема шара из обзему отисаннаго цилин- 
ра и 0бзему описаннаго равносторонняго конуса. 


Означивъ радтуеъ тара чрезъ В, объемъ шара чрезъ У; объемъ цидия- 
дра чрезъ У’, объемъ конуса чрезъ У”, получим: 


4 
У=, лВ? ($ 537), У’—2лВ? (6 599). 

Чтебы найти объемъ конуса, должно сперва опредълить его высоту. Вы- 
сота его сливается съ осью, и предетавляеть катетъ прямоугольнаго тре- 
УТОЛЬНИКа, ВЪ коемъ гипотенуза есть сторона конуса. и посему ($ 557) 
—=2ВУЗ, а другой катеть равенъ рад1усу основашя, то еетьВИ 8. Изъ 
‹ето же слфдуеть, что высота конуеа-И (2 ВУ 3—0 И 3—И РЕ: 
=И 988. 

Плошаль же оенованя описаннаго конуса—л( ВУИ 3}. ($278)—=3л В». Умно- 
живЪ ($ 530) площадь основан!я на треть высоты, получимъ: 


Ул" Х = ЗлВУ. 


Н такъ У: У: у —4 


3 ЛВ: 2лВЗ: ЗлВз 


24 : 6: 9 
изъ чего й заключаемт, что объемы ЭТИХЪ ТЬЛЪ ОТ 
хакъ ИХЪ поверхности. 


носятся между собою 
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